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Uvod

Deǉeǌe sa ostatkom
Neka je K poǉe i f ,g ∈ K[X ], g ̸= 0. Tada postoje jedinstveni polinomi
q,r ∈ K[X ] takvi da je

f = qg+ r i deg(r)< deg(g).

Xta mo�emo re�i u K[x1, . . . ,xn]?
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Uvod

Neka je R komutativni prsten sa jedinicom.

Podsednik. /0 ̸= I ⊆ R je ideal u R (pixemo I ◁R) ako va�i:
(i) ako x,y ∈ I, tada x+ y ∈ I;
(ii) ako a ∈ R, x ∈ I, tada ax ∈ I.
Ideal generisan sa G = {g1, . . . ,gm} u K[x1, . . . ,xn] definixemo kao

⟨g1, . . . ,gm⟩= { f1g1 + · · ·+ fmgm : f1, . . . , fm ∈ K[x1, . . . ,xn]}.

Hilbertova teorema o bazi
Svaki ideal u K[x1, . . . ,xn] je konaqno generisan.

Podsednik. Za I◁R je R/I = {a+ I : a ∈ R}, gde je a ∈ R za a+ I = {a+ x : x ∈ I},
pri qemu su operacije definisane sa:

(a+ I)+(b+ I) = (a+b)+ I, (a+ I) · (b+ I) = ab+ I.

Tako�e, a+ I = b+ I ako i samo ako a−b ∈ I.

Primer. Neka je S := K[x1, . . . ,xn]. Za g ∈ S je I := ⟨g⟩ skup polinoma
deǉivih sa g. Tako�e, za f ∈ S je f + I = r+ I, gde je r ostatak pri
deǉeǌu f sa g.
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Oznake

U nastavku je K poǉe, a S oznaka za K[x1,x2, . . . ,xn]

Za a = (a1, . . . ,an) ∈ Nn
0 i f ∈ K[x1, . . . ,xn] koristimo oznake:

(1) xa := xa1
1 · · ·xan

n su qlanovi, a cxa su monomi (c ∈ K);
(2) |a|= ∑ai;
(3) supp( f ) = {xa : ca ̸= 0}, gde f = ∑a∈Nk

0
caxa;

(4) degxa = |a| i deg f = max{degxa : xa ∈ supp( f )}.

Primer
Za

f = 2x2
1x3 + x4

2 − x2x3 ∈ R[x1,x2,x3]

je
supp( f ) = {x(2,0,1),x(0,4,0),x(0,1,1)} i deg f = 4.
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Monomijalni poredak

Neka je T skup qlanova algebre K[x1, . . . ,xn] (K je poǉe).

Monomijalni poredak
Monomijalni poredak je totalno ure�eǌe < na T takvo da:

za svako t ∈ T, 1 ⩽ t;
za sve r,s, t ∈ T, t ⩽ s povlaqi r · t ⩽ r · s.

Primeri

Neka je fiksirani poredak promenǉivih x1 > x2 > .. . > xk.
(1) Leksikografski poredak <lex:

xa <lex xb akko al < bl , gde je l = min{i |ai ̸= bi}.

(2) Gradirani leksikografski poredak <grlex:

xa <grlex xb akko |a|< |b|, ili |a|= |b| i al < bl , gde je l = min{i |ai ̸= bi}.

(3) Za odre�ene probleme mo�emo konstruisati pogodne monomijalne
poretke (vixe reqi kasnije).
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Inicijalni (vode�i) qlan i ideal

Definicija.
Neka je S := K[x1, . . . ,xn] i < monomijalni poredak na S.
(1) Za f ∈ S\{0} definixemo inicijalni qlan in<( f ) kao najve�i monom
iz skupa supp( f ) u odnosu na <.
(2) Za I ◁S definixemo inicijalni ideal od I sa

in<(I) = ⟨in<( f ) : f ∈ I \{0}⟩.

Primer
Neka je S =Q[x1,x2,x3,x4] i < gradirani leksikografski poredak.
Za

f = x1x2 − x3x4 i g =−x2
2 + x2

3 je in<( f ) = x1x2 i in<(g) = x2
2.

Ako je I := ⟨ f ,g⟩, primetimo da va�i

h = x2 f + x1g = x1x2
3 − x2x3x4 ∈ I, a in<(h) = x1x2

3 ̸∈ ⟨in<( f ), in<(g)⟩,

pa ⟨in<( f ), in<(g)⟩⊊ in<(I).
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Inicijalni (vode�i) qlan i ideal

Neka je S := K[x1, . . . ,xn].

Osobine

(1) in<( f g) = in<( f )in<(g);
(2) in<( f +g)⩽ max{in<( f ), in<(g)}.

Zapa�aǌe
Ideal in<(I) je monomijalni ideal (generisan je monomima). Za
monomijalni ideal J = ⟨m1, . . . ,mk⟩ i monom f ∈ S va�i: f ∈ J ako i samo
ako mi | f za neko i.

Diksonova lema
Svaki neprazan skup monoma iz S ima konaqno mnogo minimalnih
elemenata u odnosu na relaciju deǉivosti.
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Deǉeǌe polinoma

Deǉeǌe sa ostatkom
Neka su f ,g1, . . . ,gm ∈ S, gi ̸= 0, a < monomijalni poredak na S. Tada
postoje q1, . . . ,qm,r ∈ S takvi da je

f = q1g1 + · · ·+qmgm + r

i va�i:
(i) elementi skupa supp(r) nisu sadr�ani u ⟨in<(g1), . . . , in<(gm)⟩;
(ii) in<( f )⩾ in<(qigi) za 1 ⩽ i ⩽ m.

Komentari:
Zapis f = q1g1 + · · ·+qmgm + r je standardni zapis polinoma f , a r
ostatak pri deǉeǌu f sa {g1, . . . ,gm}.
Ostatak nije uvek jedinstven!
Prezentovani dokaz daje algoritam za odre�ivaǌe (jednog) ostatka.
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Grebnerova baza

Grebnerova baza
Neka je I ideal u S, G = {g1, . . . ,gm} skup razliqitih elemenata iz I \{0},
a < monomijalni poredak na S. Tada je G Grebnerova baza ideala I u
odnosu na < ako je

in<(I) = ⟨in<(g1), . . . , in<(gm)⟩.

Teorema
Neka je G Grebnerova baza ideala I. Tada va�i:
(i) svaki polinom iz S ima jedinstven ostatak pri deǉeǌu sa G ;
(ii) za svako f ∈ S va�i: f ∈ I akko ostatak pri deǉeǌu f sa G je 0.

Problem pripadnosti idealu
Za dati polinom f ∈ S i ideal I prstena S ispitati da li je f ∈ I.

Jedno rexeǌe

Mo�emo koristiti Grebnerovu bazu (prethodna teorema).
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Buhbergerov kriterijum

S-polinom nenula polinoma f ,g ∈ S je:

S( f ,g) =
nzs(in<( f ), in<(g))

cin<( f )
f − nzs(in<( f ), in<(g))

din<(g)
g,

gde su c i d koeficijenti uz in<( f ) i in<(g) u f i g, redom.

Primer
Neka je S :=Q[x1,x2,x3,x4], < gradirani leksikografski poredak i

f = x1x2 − x3x4 i g =−x2
2 + x2

3.

Va�i in<( f ) = x1x2 i in<(g) = x2
2, pa je

S( f ,g) =
x1x2

2
x1x2

(x1x2 − x3x4)−
x1x2

2
−x2

2
(−x2

2 + x2
3) = x1x2

3 − x2x3x4.

Teorema (Buhberger)
Neka je < monomijalni poredak na prstenu S, a I = ⟨g1, . . . ,gm⟩ ideal
ovog prstena, pri qemu gi ̸= 0. Tada je slede�e ekvivalentno:
(i) G = {g1, . . . ,gm} je Grebnerova baza za I u odnosu na <;
(ii) za sve i ̸= j je ostatak pri deǉeǌu S(gi,g j) sa G jednak 0.
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Buhbergerov algoritam

Buhbergerov algoritam
Ulaz: Ideal I prstena S i konaqan generatorski skup G za I.
Korak 1: Za svaka dva razliqita polinoma iz G izraqunati
S-polinom.
Korak 2: Ako su ostaci pri deǉeǌu sa G svih S-polinomi iz Koraka 1
jednaki 0, tada se algoritam zavrxava i G je Grebnerova baza za I.
Inaqe, dodajemo jedan nenula ostatak u G i vra�amo se na Korak 1.

Primer
Odredimo Grebnerovu bazu za I = ⟨ f ,g⟩, gde je f = x1x2 − x3x4 i g =−x2

2 + x2
3

(< je gradirani leksikografski poredak). Va�i
S( f ,g) = x1x2

3 − x2x3x4 =: h. Kako supp(h)∩⟨in<( f ), in<(g)⟩= /0, to je ostatak pri
deǉeǌu S( f ,g) sa { f ,g} bax S( f ,g), pa skupu { f ,g} dodajemo polinom h.
Daǉe, raqunamo S( f ,h) i S(g,h):

S( f ,h) = x2
2x3x4 − x3

3x4 =−x3x4(−x2
2 + x2

3)

S(g,h) =−x1x4
3 + x3

2x3x4 =−x2
3(x1x2

3 − x2x3x4),

pa je po Buhbergerovom kriterijumu { f ,g,h} Grebnerova baza za I.
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Mekolijeva teorema

Teorema (Mekoli)
Neka je < monomijalni poredak na S i I ◁S. Tada koseti qlanova iz S
koji nisu u in<(I) qine K-bazu za S/I.

Teorema
Neka je G ⊂ S\{0} konaqan skup polinoma i I ideal generisan sa G .
Tada je slede�e ekvivalentno:
(i) G je Grebnerova baza za I;
(ii) skup koseta qlanova iz S koji nisu deǉivi vode�im qlanom niti

jednog polinoma iz G qini K-bazu za S/I.

Po prethodnoj teoremi, ako je I ideal generisan homogenim
polinomima, iz Grebnerove baze mo�emo na�i Hilbertov red za S/I.
Zaista, ako je Mi = {xa + I : deg(a) = i}, tada je Hilbertov red za S/I:

HilbS/I(t) = ∑
t⩾0

dimK Mi t i.

Po Mekolijevoj teoremi: HilbS/I(t) = HilbS/in<(I)(t).
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Mekolijeva teorema – primer

Neka je S :=Q[x1,x2,x3,x4], < gradirani leksikografski poredak i
I = ⟨ f ,g⟩, gde je:

f = x1x2 − x3x4 i g =−x2
2 + x2

3.

Tada je { f ,g,h} Grebnerova baza za I, gde je

h := x1x2
3 − x2x3x4,

pa je in<(I) = ⟨x1x2,x2
2,x1x2

3⟩.
Po Mekolijevoj teoremi je Q-baza vektorskog prostora S/I skup:

{xi
1x3x j

4 + I : i, j ⩾ 0}∪{xi
1x j

4 : i, j ⩾ 0}∪{x2xi
3x j

4 : i, j ⩾ 0}∪{xi
3x j

4 : i, j ⩾ 0},

pa je

HilbS/I(t) = 1+4 ∑
d⩾1

dtd =
(1+ t)2

(1− t)2 .
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Redukovana Grebnerova baza

Definicija
Neka je I ideal prstena S, a < monomijalni poredak na S. Tada je
G = {g1, . . . ,gm} redukovana Grebnerova baza za I u odnosu na <, ako je
G Grebnerova baza za I u odnosu na < i dodatno:
(i) vode�i koeficijent polinoma gi, 1 ⩽ i ⩽ m, je 1;
(ii) za sve i ̸= j, monomi iz supp(g j) nisu deǉivi sa in<(gi).

Teorema (redukovana Grebnerova baza)
Neka je I ideal prstena S, a < monomijalni poredak na S. Tada
postoji jedinstvena redukovana Grebnerova baza za I u odnosu na <.

Zapa�aǌe:
Redukovana Grebnerova baza za I daje identitete koji ,,zadaju”
mno�eǌe za elemente K-baze za S/I (iz Mekolijeve teoreme).
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Univerzalna Grebnerova baza

Teorema
Svaki ideal I prstena S ima samo konaqno mnogo razliqitih
inicijalnih ideala.

Zapa�aǌe:
G Grebnerova baza za I i G ⊂ G ′ konaqan =⇒ G ′ Grebnerova baza za I.

Teorema (univerzalna Grebnerova baza)
Za svaki ideal I prstena S postoji konaqan skup G koji je Grebnerova
baza u odnosu na proizvoǉan monomijalni poredak na S. Za takvo G
ka�emo da je univerzalna Grebnerova baza za I.
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Rexavaǌe sistema algebarskih jednaqina

Podsetnik, S := K[x1, . . . ,xn].
Neka su dati f1, . . . , fm ∈ S. Razmatramo sistem jednaqina:

f1(x1, . . . ,xn) = 0

. . .

fm(x1, . . . ,xn) = 0.

Jasno, a ∈ Kn je rexeǌe akko f (a) = 0 za sve f ∈ ⟨ f1, . . . , fm⟩.
Razmatramo algebarski skup:

V(I) = {a ∈ Kn : f (a) = 0 za sve f ∈ I}.

(Slaba) Hilbertova teorema o polo�aju nula
Neka je K algebarski zatvoreno poǉe i I ideal prstena S. Tada je
V(I) = /0 ako i samo ako je I = ⟨1⟩.

Posledica
Neka je K algebarski zatvoreno poǉe i I ideal prstena S. Tada je
V(I) = /0 ako i samo ako je redukovana Grebnerova baza ideala I
jednaka {1}.
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Rexavaǌe sistema algebarskih jednaqina – primer

Posmatrajmo sistem jednaqina:

x2 + y+ z = 1

x+ y2 + z = 1

x+ y+ z2 = 1.

Koristimo Grebnerove baze i leksikografski poredak.
Grebnerova baza ideala I = ⟨x2 + y+ z−1,x+ y2 + z−1,x+ y+ z2 −1⟩ se
sastoji od polinoma:

g1 = x+ y+ z2 −1

g2 = y2 − y− z2 + z

g3 = 2yz2 + z4 − z

g4 = z6 −4z4 +4z3 − z2.

Novi sistem rexavamo ,,odozdo nagore”. Rexeǌa su:

(1,0,0), (0,1,0), (−1+
√

2,−1+
√

2,−1+
√

2), (−1−
√

2,−1−
√

2,−1−
√

2).

Primetimo da smo u g2 i g3 eliminisali promenǉivu x, a u g4
promenǉive x i y.
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Zabavan primer – bojeǌe grafova

Neka je G = (V,E) graf. Tada je n-bojeǌe grafa G preslikavaǌe
c : V →{1,2, . . . ,n} takvo da va�i:

ako je {u,v} ∈ E, tada c(u) ̸= c(v).

(Utvrditi da li graf ima n-bojeǌe je NP-te�ak problem.)

Bajer (1982) je prikazao slede�i pristup. Neka je V = {1, . . . ,m}.
Radimo u C[x1, . . . ,xm], pri qemu temenu i ,,dodeǉujemo” promenǉivu xi.
Za svako teme imamo n opcija za boju, xto modelujemo jednaqinama

xn
1 −1 = 0, xn

2 −1 = 0, . . . , xn
m −1 = 0.

Uslov da su za {i, j} ∈ E boje qvorova i i j razliqite zapisujemo:

xn−1
i + xn−2

i x j + · · ·+ xixn−2
j + xn−1

j = 0.

Ako je I ideal generisan polinomima koji odgovaraju ovim
relacijama, tada je jasno:

G je n-obojiv akko V(I) ̸= /0,

xto mo�emo utvrditi uz pomo� Grebnerovih baza.
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Eliminacioni poredak

Eliminacioni poredak
Eliminacioni poredak na S za promenǉive x1, . . . ,xt je monomijalni
poredak < na S takav da za svaka dva monoma u,v ∈ S va�i:

ako x j | u za neko j ⩽ t, a x j ∤ v za sve j ⩽ t, tada u > v.

Primeri eliminacionih poredaka

(1) Leksikografski poredak je eliminacioni poredak za svako t.
(2) Proizvod poredaka na K[x1, . . . ,xr] i K[y1, . . . ,ys]. Ako je <1 poredak
na K[x1, . . . ,xr] i <2 poredak na K[y1, . . . ,ys], tada je ǌihov proizvod
poredak < na K[x1, . . . ,xr,y1, . . . ,ys] dat sa:

xayb > xcyd akko xa >1 xc, ili a = c i yb >2 yd.

(3) Te�inski poredak <w sa te�inom w = (1, . . . ,1,0, . . . ,0) (t jedinica).
Ako je < na S, tada je za w ∈ Rn

⩾0 te�inski poredak <w dat sa:

xa >w xb akko w ·a > w ·b, ili w ·a = w ·b i xa > xb.

19 / 1



Eliminacija i Grebnerove baze

Eliminacioni ideali
Neka je I ideal prstena S i 1 ⩽ t ⩽ n. Tada je

It := I ∩K[xt+1, . . . ,xn]

t-ti eliminacioni ideal za I.

Teorema
Neka je I ideal u S i 1 ⩽ t ⩽ n. Ako je G Grebnerova baza za I u odnosu
na neki eliminacioni poredak < za x1, . . . ,xt , tada je Gt := G ∩K[xt+1, . . . ,xn]
Grebnerova baza za ideal It u odnosu na indukovani poredak na
K[xt+1, . . . ,xn]. Specijalno,

in<(I ∩K[xt+1, . . . ,xn]) = in<(I)∩K[xt+1, . . . ,xn].
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Primer

Posmatrajmo sistem jednaqina:

x2 + y+ z = 1

x+ y2 + z = 1

x+ y+ z2 = 1.

U odnosu na leksikografski poredak, Grebnerova baza ideala
I = ⟨x2 + y+ z−1,x+ y2 + z−1,x+ y+ z2 −1⟩ se sastoji od polinoma:

g1 = x+ y+ z2 −1

g2 = y2 − y− z2 + z

g3 = 2yz2 + z4 − z

g4 = z6 −4z4 +4z3 − z2.

Odavde je:

I2 = ⟨z6 −4z4 +4z3 − z2⟩

I1 = ⟨y2 − y− z2 + z,2yz2 + z4 − z,z6 −4z4 +4z3 − z2⟩.
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Neke primene

Teorema (presek ideala)
Neka su I i J ideali u S. Tada je I ∩ J = (tI +(1− t)J)∩S.

Teorema (pripadnost radikalu)

Neka je I ideal u S i f ∈ S. Tada je f ∈
√

I akko ⟨I,1− f t⟩∩S = S.
(Podsetnik:

√
I = {g ∈ S : gk ∈ I za neko k ⩾ 0}.)

Teorema
Neka je S = K[x1, . . . ,xn], S′ = K[y1, . . . ,ym] i ϕ : S → S′ homomorfizam
K-algebri zadat sa ϕ(xi) = fi (za neke fi ∈ S′). Neka je
J = ⟨x1 − f1, . . . ,xn − fn⟩ ⊂ K[x1, . . . ,xn,y1, . . . ,ym].
(1) Va�i: Ker(ϕ) = J∩S.
(2) Neka je G Grebnerova baza za J u odnosu na neki eliminacioni

poredak za y1, . . . ,ym. Ako je g ∈ S′ i h ǌegov ostatak u odnosu na G ,
tada va�i:
(i) g ∈ Im(ϕ) ako i samo ako je h ∈ S;
(ii) ako je g ∈ Im(ϕ), tada je g = h( f1, . . . , fn).
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Parametrizacija

Neka je dat sistem parametarskih jednaqina:

u1 = f1(y1, . . . ,ym)

· · ·
un = fn(y1, . . . ,ym).

�elimo da eliminixemo parametre y1, . . . ,ym.
Odre�ujemo Grebnerovu bazu za I = ⟨x1 − f1, . . . ,xn − fn⟩ ⊂ K[y1, . . . ,ym,x1, . . . ,xn]
u odnosu na neki eliminacioni poredak < za y1, . . . ,ym.

Primer.
Neka je e1 = x1 + x2 + x3, e2 = x1x2 + x1x3 + x2x3, e3 = x1x2x3 i
I = ⟨t1 − e1, t2 − e2, t3 − e3⟩ ⊂Q[x1,x2,x3, t1, t2, t3]. Grebnerova baza u odnosu na
proizvod gradiranih obrnutih leksikografskih poredaka na
Q[x1,x2,x3] i Q[t1, t2, t3] je

G = {x1 + x2 + x3 − t1,x2
2 − x1x3 − x2t1 + t2,x3

3 − x2
3t1 + x3t2 − t3}.

Po prethodnom, ako �elimo da predstavimo neki polinom iz Q[x1,x2,x3]
preko e1,e2,e3 dovoǉno je da na�emo ǌegov ostatak po modulu G .
Za f = x4

1 + x4
2 + x4

3 − x2
1x2

2 − x2
1x2

3 − x2
2x2

3 dobijamo ostatak h = t4
1 −4t2

1 t2 + t2
2 +6t1t3

f = e4
1 −4e2

1e2 + e2
2 +6e1e3.
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Konaqni algebarski skupovi

Za skup V ⊆ Kn definixemo:

I(V ) = { f ∈ S : f (a) = 0 za sve a ∈V}.

Hilbertova teorema o polo�aju nula
Ako je K algebarski zatvoreno poǉe i I ideal u S, tada va�i
I(V(I)) =

√
I.

Teorema
Neka je K algebarski zatvoreno poǉe. Slede�e je ekvivalentno:
(1) V(I) je konaqan;
(2) dimenzija vektorskog prostora S/I je konaqna;
(3) za svaki monomijalni poredak < na S, Grebnerovu bazu G za I u

odnosu na < i 1 ⩽ i ⩽ n postoji g ∈ G , takvo da je in<(g) = xµi
i za neko

µi ⩾ 0.
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Algebarski skup monomijalnog ideala

Neka je I = ⟨x2
2x2

3,x
5
1x4

3,x1x2x3
3⟩. Tada va�i:

V(I) = V(x2
2x2

3)∩V(x5
1x4

3)∩V(x1x2x3
3)

= (V(x2)∪V(x3))∩ (V(x1)∪V(x3))∩ (V(x1)∪V(x2)∪V(x3))

= V(x3)∪V(x1,x2).

Teorema-definicija
Algebarski skup monomijalnog ideala je konaqna unija koordinatnih
potprostora od Kn.
Dimenzija ovog algebarskog skupa je najve�a me�u dimenzijama ovih
potprostora.

Teorema
Neka je J monomijalni ideal generisan monomima m1, . . . ,mk. Tada je
dimenzija V(J) jednaka maksimalnoj kardinalnosti skupa
promenǉivih P takvog da niti jedan od monoma mi nije proizvod
promenǉivih samo iz P.
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Dimenzija

Definicija
Algebarski skup V ⊆ Kn je ireducibilan ako va�i: iz V =V1 ∪V2 za
neka dva algebarska skupa V1 i V2 sledi V1 =V ili V2 =V .
Algebarski skup V ⊆ Kn je dimenzije m ako je m du�ina najdu�eg
strogo opadaju�eg niza ireducibilnih algebarskih skupova u V :

V =V0 ⊃V1 ⊃ ·· · ⊃Vm.

Primer
(1) Koordinatni potprostori od Kn su ireducibilni. ǋihova
dimenzija je ista kao dimenzija odgovaraju�eg vektorskog prostora.
(2) Algebraski skup V(x3)∪V(x1,x2) nije ireducibilan.

Dimenziju mo�emo da proqitamo iz Hilbertov reda.

Teorema
Neka je K algebarski zatvoreno poǉe. Tada je dimenzija V(I) jednaka
dimenziji V(in<(I)) za proizvoǉan graduisani poredak <.
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Automatsko dokazivaǌe teorema (primer)

Zadatak. Dokazati da se dijagonale paralelograma polove.

Posmatramo paralelogram ABCD u R2. Ovaj paralelogram je
jedinstveno odre�en taqkama A, B i D. Neka je A(0,0), B(u1,0) i D(u2,u3).
Taqku C(x1,x2) nalazimo iz uslova AB ∥CD i BC ∥ AD:

0 =
x2 −u3

x1 −u2
i

u3

u2
=

x2

x1 −u1
,

xto daje
h1 = x2 −u3 = 0, h2 = (x1 −u1)u3 − x2u2 = 0.

Taqku preseka dijagonala AC i BD, taqku X(x3,x4), definixemo
jednaqinama:

x4

x3
=

x2

x1
i

x4

x3 −u1
=

u3

u2 −u1
,

iz qega dobijamo

h3 = x4x1 − x3x2 = 0, h4 = x4(u2 −u1)− (x3 −u1)u3 = 0.

Jednakosti AX = XC i BX = XD (koje �elimo da doka�emo) zapisujemo:

f1 = x2
3 + x2

4 − (x3 − x1)
2 − (x4 − x2)

2 = 0

f2 = (x3 −u1)
2 + x2

4 − (x3 −u2)
2 − (x4 −u3)

2 = 0.
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Automatsko dokazivaǌe teorema (primer)

�elimo da va�i f1, f2 ∈ I(V(I)), gde je
I = ⟨h1,h2,h3,h4⟩ ⊆ R[x1,x2,x3,x4,u1,u2,u3].

Prvi problem. Lepo bi bilo da zapixemo I(V(I)) =
√

I, jer: f ∈
√

I akko
je ⟨I,1− f t⟩∩S = S akko je {1} redukovana Grebnerova baza za ⟨I,1− f t⟩.
Me�utim, R nije algebarski zatvoreno! Ipak, va�i

iz f ∈
√

I sledi f ∈ I(V(I)).

Me�utim, u naxem sluqaju f1 ̸∈
√

I!

Drugi problem. Grebnerova baza za I ⊂ R[x1,x2,x3,x4,u1,u2,u3] u odnosu na
leksikografski poredak se sastoji od:

g1 = x1x4 + x4u1 − x4u2 −u1u3, g2 = x1u3 −u1u3 −u2u3

g3 = x2 −u3, g4 = x3u3 + x4u1 + x4u2 −u1u3,

g5 = x4u2
1 − x4u1u2 −

1
2

u2
1u3 +

1
2

u1u2u3, g6 = x4u1u3 −
1
2

u1u2
3.

Odavde se mo�e dobiti razlagaǌe V(I) =V ′∪U1 ∪U2 ∪U3 na
ireducibilne komponente, gde je V ′ = V(x1 −u1 −u2,x2 −u3,x3 − u1+u2

2 ,x4 − u3
2 ),

U1 = V(x2,x4,u3), U2 = V(x1,x2,u1 −u2,u3), U3 = V(x1 −u2,x2 −u3,x3u3 − x4u2,u1).

Me�utim, u1,u2,u3 su ,,zavisne” na U1, U2 i U3!
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Automatsko dokazivaǌe teorema

Neka je I ideal u K[u1, . . . ,um,x1, . . . ,xn], takav da je algebarski skup
V := V(I) ireducibilan. Tada ka�emo da su u1, . . . ,um algebarski
nezavisne na V ako niti jedan nenula polinom ovih promenǉivih
nije nula za sve taqke iz V .

Neka h1, . . . ,hk ∈ R[u1, . . . ,um,x1, . . . ,xn], I = ⟨h1, . . . ,hk⟩, V := V(I) i V ′ unija
ireducibilnih komponenti V na kojima su u1, . . . ,um algebarski
nezavisne. Ka�emo da f generiqki sledi iz h1, . . . ,hk ako je f ∈ I(V ′).

Teorema
Uz prethodne oznake, f generiqki sledi iz h1, . . . ,hk uvek kada postoji
polinom c ∈ R[u1, . . . ,um] takav da je

c · f ∈
√

I,

xto je ekvivalentno sa f ∈
√

Ĩ, gde je Ĩ ideal generisan sa h1, . . . ,hk u
R(u1, . . . ,um)[x1, . . . ,xn].

Naravno, f ∈
√

Ĩ testiramo uz pomo� Grebnerovih baza. Nad C imamo
ekvivalenciju.
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Torusni ideali

Neka je {h1, . . . ,hm} ⊆ Zn. Posmatramo afinu polugrupu

H = Nh1 + · · ·+Nhm = {a1h1 + · · ·+amhm : a1, . . . ,am ∈ N}

i dodeǉujemo joj potprsten K[H] prstena K[x1,x−1
1 , . . . ,xn,x−1

n ] generisan
qlanovima fi = xhi .
Posmatramo preslikavaǌe ϕ : K[t1, . . . , tm]→ K[H], takvo da ti 7→ fi. Tada je
PH := Kerϕ torusni ideal od H i va�i K[H]∼= K[t1, . . . , tm]/PH .
Ideal PH je prost, pa je algebarski skup V(PH) ireducibilan

i sadr�i taqke (ah1 , . . . ,ahm) za a ∈ (K∗)m, tj. jedan (algebarski) torus.
Algebarski skupovi V(PH) su upravo afini algebarski torusi.

Teorema
Ideal I je binomni (generisan binomima) i prost ako i samo ako je
torusni ideal.
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Torusni ideali

Neka je {h1, . . . ,hm} ⊆ Zn. Posmatramo afinu polugrupu
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i dodeǉujemo joj potprsten K[H] prstena K[x1,x−1
1 , . . . ,xn,x−1

n ] generisan
qlanovima fi = xhi .
Posmatramo preslikavaǌe ϕ : K[t1, . . . , tm]→ K[H], takvo da ti 7→ fi. Tada je
PH := Kerϕ torusni ideal od H i va�i K[H]∼= K[t1, . . . , tm]/PH .
Ideal PH je prost, pa je algebarski skup V(PH) ireducibilan
i sadr�i taqke (ah1 , . . . ,ahm) za a ∈ (K∗)m, tj. jedan (algebarski) torus.
Algebarski skupovi V(PH) su upravo afini algebarski torusi.

Teorema
Ideal I je binomni (generisan binomima) i prost ako i samo ako je
torusni ideal.
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Torusni ideali (primer)

Primer 1.
Neka je n = 3, m = 4 i h1 = (1,0,0), h2 = (0,1,0), h3 = (0,0,1), h4 = (1,1,−1).
Tada je ϕ : K[t1, t2, t3, t4]→ K[x±1 ,x

±
2 ,x

±
3 ] zadato sa

t1 7→ x1, t2 7→ x2, t3 7→ x3, t4 7→ x1x2x−1
3 ,

pa je ϕ(t1t2 − t3t4) = x1x2 − x3x1x2x−1
3 = 0, tj. t1t2 − t3t4 ∈ PH .

Primetimo da V(PH) sadr�i skup taqaka (a1,a2,a3,a1a2a−1
3 ) ∈ C4, ai ̸= 0,

koje qine torus (izomorfan sa (C∗)3).

Primer 2.
Neka je m = 3, n = 1 i h1 = 5, h2 = 7, h3 = 11. Tada je

H = {5a+7b+11c : a,b,c ∈ N},
a ϕ : K[t1, t2, t3]→ K[x±] zadato sa

t1 7→ x5, t2 7→ x7, t3 7→ x11,

pa je npr. ϕ(t2
1 t3 − t3

2 ) = x10x11 − x21 = 0, tj. t2
1 t3 − t3

2 ∈ PH .

Neka zanimǉiva pitaǌa:
Odrediti najve�e n ∈ N takvo da n ̸∈ H. (Problem novqi�a)
Za dato n ∈ H na�i najmaǌe a+b+ c takvo da je n = 5a+7b+11c, a,b,c ∈ N.
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Torusni ideali

Neka je π : Nm → H, π(u1, . . . ,um) = u1h1 + · · ·+umhm. Tada je ϕ(tu) = xπ(u).

Teorema
Skup {tu − tv : π(u) = π(v)} je generatrisa K-vektorskog prostora PH .

Za v ∈ Zm su v+ i v− takvi da v+i =

{
vi, vi ⩾ 0
0, inaqe i v−i =

{
0, vi > 0

−vi, inaqe .

Posledica

Va�i PH = ⟨tu+ − tu−
: u ∈ Ker(π)⟩, gde je Ker(π) = {u ∈ Zn : π(u+) = π(u−)}.

Tako�e, za svaki monomijalni poredak < postoji konaqan skup
G ⊂ Ker(π) takav da je redukovana Grebnerova baza za PH u odnosu na <

jednaka {tu+ − tu−
: u ∈ G}.

Neka je UH univerzalna Grebnerova baza za PH koja je unija svih
redukovanih Grebnerovih baza za PH . Za binom tu − tv ∈ PH ka�emo da
je primitivan ako ne postoji binom tr − ts ∈ PH takav da tr | tu i ts | tv.

Teorema
Svi binomi u UH su primitivni.
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Algoritam

�elimo da odredimo Grebnerovu bazu za PH ⊂ K[t1, . . . , tm] za date
h1, . . . ,hm ∈ Zn. Posmatramo prsten K[x0,x1, . . . ,xn, t1, . . . , tm]. Neka je < neki
eliminacioni poredak za x0,x1, . . . ,xn u ovom prstenu. Tada je

PH = ⟨x0x1 . . .xn −1, t1xh−
1 −xh+

1 , . . . , tmxh−
m −xh+

m ⟩∩K[t1, . . . , tm],

pa ako je G Grebnerova baza ideala
⟨x0x1 . . .xn −1, t1xh−

1 −xh+
1 , . . . , tmxh−

m −xh+
m ⟩, dobijamo da je

G ∩K[t1, . . . , tm],

Grebnerova baza ideala PH .
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Problem novqi�a (Frobeniusov problem)

Neka su h1, . . . ,hm ∈ N. Oznaqimo sa g(h1, . . . ,hm) najve�i prirodan d broj
takav da ne postoje a1, . . . ,am ∈ N takvi da je a1h1 + . . .+amhm = d, tj.
najve�i prirodan broj koji nije u H. Ako je nzd(h1, . . . ,hm) = 1 on
postoji.

Primeri

(1) g(6,10,15) = 29.
(2) g(h1,h2) = h1h2 −h1 −h2 (za nzd(h1,h2) = 1).
(3) Za m > 2 nije poznata formula za g(h1, . . . ,hm).

Posmatrajmo sada opxti problem. Elemente iz H mo�emo ,,videti” u
formalnom red

∑
d∈H

xd ,

a ovo je upravo Hilbertov red za K[H]. Kako je K[H]∼= K[t1, . . . , tm]/PH
izomorfizam graduisanih prstena (pri qemu je deg(ti) = hi), to je ovo i
Hilbertov red za K[t1, . . . , tm]/PH , a ǌega mo�emo dobiti uz pomo�
Grebnerovih baza.
(Napomena: pri graduaciji deg(ti) = hi je PH generisan homogenim
polinomima.)
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Neka zanimǉiva pitaǌa

Posmatramo ponovo π : Nm → H zadato sa: π(u1, . . . ,um) = u1h1 + · · ·+umhm.

Neka su sve koordinate vektora hi nenegativne. Mo�e nas zanimati:
(1) Odrediti kardinalnost skupa π−1(b).
(2) Izabrati sluqajnu taqku iz skupa π−1(b).
(3) Za dato w ∈ Rn na�i taqku π−1(b) takvu da je u ·w minimalno.

Neka je < poredak na Nn indukovan poretkom na K[t1, . . . , tn] i F ⊆ Ker(π)
konaqan skup.
Konstruiximo usmeren graf π−1(b)F ,<:

qvorovi su elementi π−1(b);
izme�u u i u′ je grana ako je u−u′ ∈ F ili u′−u ∈ F i usmerena je
od u do u′ ako je u′ < u.

Neka je π−1(b)F odgovaraju�i (neusmereni) graf.

Teorema

(1) Graf π−1(b)F je povezan za svako b ∈ H ako i samo ako
{tv+ − tv− : v ∈ F} generixe PH .
(2) Usmeren graf π−1(b)F ,< ima jedinstven ponor za svako b ∈ H ako i
samo ako {tv+ − tv− : v ∈ F} je Grebnerova baza za PH u odnosu na <.
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Celobrojno programiraǌe

Problem (3) je jedan problem celobrojnog programiraǌa.
Za dato w = (w1, . . . ,wn) ∈ Rn

⩾0 tra�imo u = (u1, . . . ,un) ∈ Zn tako da:

u1h1 + · · ·+umhm = b

i da je u ·w minimalno.

Primeri
(1) Fabrike F1, F2 i F3 proizvode 120, 150 i 30 komada nekog
proizvoda, a prodavnice P1 i P2 imaju potra�ǌe 100 i 200 za tim
proizvodom. Ako je poznata cena transporta jednog proizvoda od
fabrike Fi do prodavnice Pj �elimo da odredimo optimalan naqin da
distribuiramo proizvode. Posmatrajmo preslikavaǌe:

π(u1,u2,u3,u4,u5,u6) = (u1 +u3 +u5,u2 +u4 +u6,u1 +u2,u3 +u4,u5 +u6),

a razmatramo π−1(100,200,120,150,30) (gde h1 = (1,0,1,0,0), h2 = (0,1,1,0,0),
h3 = (1,0,0,1,0), h4 = (0,1,0,1,0), h5 = (1,0,0,0,1), h6 = (0,1,0,0,1)).
(2) Neka su h1, . . . ,hm ∈ N i d ∈ H. Tada je najmaǌe n takvo da va�i
n = a1 + · · ·+am za neke ai ∈ N i a1h1 + · · ·+amhm = d zapravo:

minimalno a ·w za a ∈ π
−1(d),

gde je w = (1, . . . ,1).
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Celobrojno programiraǌe

Teorema

Usmeren graf π−1(b)F ,< ima jedinstven ponor za svako b ∈ H ako i
samo ako {tv+ − tv− : v ∈ F} je Grebnerova baza torusnog ideala PH u
odnosu na <.

Neka je < neki poredak na K[t1, . . . , tm] (npr. leksikografski) i <w
odgovaraju�i te�inski poredak. Tada prethodno tvr�eǌe daje
rexeǌe prethodnog problema celobrojnog programiraǌa na slede�i
naqin:
(1) Neka je v ∈ π−1(b).
(2) Odredimo (redukovanu) Grebnerovu bazu G za PH u odnosu na <w.
(3) Neka je xu ostatak pri deǉeǌu xv sa G .
(4) u ·w je tra�ena minimalna vrednost.
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Hvala na pa�ǌi!
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