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Istorijat

London, oktobar 1852: Fransis Gutrije pita svog brata

Frederika da ovaj proveri sa svojim profesorom, de

Morganom, da li su 4 boje dovo	ne da se oboji bilo koja

geografska karta. De Morgan nije mogao odmah da odgovori na

ovo pita�e, pa je poslao pismo u Dablin, svom prijate	u

Vilijamu Hamiltonu. Hamilton je odgovorio da ne misli da

je odgovor tako oqigledan... i bio je u pravu.

"Teorema 4 boje" dokazana je tek 1976. godine od strane

Keneta Apela i Volfganga Hakena, pri qemu je u tom dokazu

najve�u ulogu odigrala upotreba raqunara.

U mnogobrojnim pokuxajima da se tvr�e�e doka�e razvijeni

su razni mathematiqki alati, a me�u �ima i hromatski

polinom grafa.
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Hromatski polinom grafa

G = (V,E) prost graf
V - skup qvorova, E - skup grana

Dva qvora su susedna ako postoji grana koja ih povezuje

Graf je povezan ako za svaki par qvorova postoji bar jedan

niz grana koji ih povezuje

Familije grafova koje �emo najvixe pomi�ati

• Kompletan graf, Kn, n qvorova od kojih su svaka 2

povezana granom

• Ciklus, Cn, povezan graf sa n qvorova i n grana

• Drvo, Tn, povezan graf bez ciklusa, ili povezan graf sa

n qvorova i n− 1 granom

• Put, Pn, drvo sa n qvorova, od kojih su dva stepena 1, a
ostali stepena 2
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Hromatski polinom grafa

Birhof, 1912.

Pravilno boje�e grafa G sa k boja je funkcija

k : V (G) → {1, 2, . . . , k}

takva da ako su qvorovi u i v susedni, onda je k(u) ̸= k(v).

Hromatski polinom χG(k) grafa G je broj naqina

da pravilno obojimo �egove qvorove se k boja.
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Hromatski polinom grafa

Na primer, hromatski polinom kompletnog grafa sa n
qvorova je

χKn(k) = k(k − 1)(k − 2) · · · (k − n+ 1).

Hromatski polinom drvete sa n qvorova je

χTn(k) = k(k − 1)n−1.

Zaxto je hromatski polinom uopxte polinom po k? To se

pokazuje korix�e�em svojstva brisa�a-kontrakcije:

χG(k) = χG\e(k)− χG/e(k)
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Hromatska funkcija grafa

Riqard Stenli, 1995. - paleta boja postaje beskonaqna; monomi

koji �e se pojaviti u sumira�u po pravilnim boje�ima bi�e

konaqnog stepena, jer graf ima konaqno qvorova

Pravilno boje�e grafa G je funkcija

k : V (G) → {1, 2, . . .}

takva da ako su qvorovi u i v susedni, onda je k(u) ̸= k(v).

Hromatska funkcija XG grafa G = (V,E), gde je
V = {v1, v2, . . . , vn} je

XG(x1, x2, . . .) =
∑
k

xk(v1)xk(v2) · · ·xk(vn),

pri qemu se sumira�e vrxi po svim pravilnim boje�ima k
qvorova grafa G.
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Hromatska funkcija grafa

Oqigledno je da je XG simetriqna funkcija, koja je homogena,

stepena |V |.

Va�i:

χG(k) = XG(x1 = x2 = · · · = xk = 1;xk+1 = xk+2 = · · · = 0)

Primeri

• Za boje�e kompletnog grafa K4 trebaju nam 4 razliqite

boje, koje onda mo�emo i da ispermutujemo, pa je

XK4 = 24x1x2x3x4 +24x1x2x3x5 + · · ·+24x3x6x7x322 + · · ·

• Put P4 mo�emo obojiti ve� i sa 2 razliqite boje, pa je

XP4 = 2x21x
2
2+2x21x

2
3+ · · ·+3x21x2x3+ · · ·+24x1x2x3x4+ · · ·
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Primeri

• Drvo, ili bipartitni graf K1,3, mo�e se obojiti sa 2

boje tako da tri qvora budu istobojna, a zatim i sa 3 i sa

4:

XK1,3 = x31x2+x1x
3
2+ · · ·+3x21x2x3+ · · ·+24x1x2x3x4+ · · ·



Hromatska funkcija grafa

U svom radu iz '95. Stenli je dao razvoj hromatske funkcije u

monomijalnoj, stepenoj i elementarnoj bazi.

•
XG =

∑
λ⊢|V |

aλm̃λ,

gde je aλ broj stabilnih particija π grafa G takvih da je

type(π) = λ (stabilna particija grafa G = (V,E) je
particija π skupa qvorova V takva da je svaki blok od π
nezavisan skup qvorova grafa G), a za particiju
λ = (1r12r2 . . .), m̃λ = r1!r2! · · ·mλ.

•
XG =

∑
S⊆E

(−1)|S|pλ(S),

pri qemu je λ(S) particija broja |V | qiji su delovi

jednaki veliqinama komponenata povezanosti grafa

GS = (V, S).
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Hromatska funkcija grafa

•
XG =

∑
λ⊢|V |

cλeλ,

gde je ∑
λ⊢|V |
l(λ)=j

cλ = sink(G, j),

a sink(G, j) je broj acikliqnih orijentacija grafa G sa j
slivnika.

Za simetriqnu funkciju ka�emo da je e−pozitivna ako se

mo�e napisati kao linearna kombinacija elementarnih

funkcija sa pozitivnim koeficijentima.
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Hromatska funkcija grafa

Primeri

Iz prethodnog primera je jasno da je

XK4 = 24e4,

a va�i�e i

XKn = n!en.

Dakle, hromatska funkcija kompletnog grafa je e−pozitivna
(ka�emo i da je kompletan graf e−pozitivan).
S druge strane,

XK1,3 = 4e4 + 5e31 − 2e22 + e211

nije e−pozitivna, i K1,3 je najma�i graf qija hromatska

funkcija nije e−pozitivna.



Stenli-Stembri
 hipoteza

Ako je P konaqan poset, tada je �egov graf neuporedivosti, u

oznaci inc(P ), graf sa skupom qvorova P , gde su u, v ∈ P
spojeni granom akko su neuporedivi u posetu P .

Primetimo da je K1,3 zapravo graf neuporedivosti

qetvoroelementnog poseta koji se sastoji od dva disjunktna

neuporediva lanca du�ina 1 i 3.

Za poset ka�emo da je (a+ b)-slobodan ukoliko ne sadr�i

indukovani potposet koji je izomorfan sa unijom dva

disjunktna neuporediva lanca du�ina a i b.
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Stenli-Stembri
 hipoteza, '93.

Ako je poset P (3 + 1)-slobodan, tada je inc(P ) e-pozitivan.

Familije grafova za koje ova hipoteza va�i uk	uquju:

• kompletne grafove

• puteve

• cikluse

• K - lance
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Stenli-Stembri
 hipoteza

Metode dokaziva�a

• Volfgangov kriterijum: Ako je povezan graf G koji ima

n qvorova e-pozitivan, tada za svaku particiju λ ⊢ n
postoji povezana particija od G koja je tipa λ.

• Trostruko brisa�e (Orelana, Skot, 2014): Ako su e1, e2 i
e3 grane grafa G koje formiraju trougao, onda je

XG = XG\{e1} +XG\{e2} −XG\{e1,e2}

• k - brisa�e (Dalberg, van Viligenburg, 2018): Ako su

e1, e2, . . . , ek grane grafa G koje formiraju ciklus du�ine

k za k ≥ 3, onda je∑
S⊂[k−1]

(−1)|S|XG−∪i∈S{ei} = 0



Stenli-Stembri
 hipoteza

Metode dokaziva�a

• Uopxte�a: Kvazisimetriqna hromatska funkcija

(Xarexian-Vahs, 2016)

Nekomutativna hromatska simetriqna funkcija

(Gebhard-Sejgan, 2001)

• Hezenbergovi varijeteti



Stenli-Stembri
 hipoteza

Hikitin dokaz iz 2024: kombinatorna formula za

Xarexian-Vahs funkciju koja koristi verovatno�e

pridru�ene standardnim Jangovim tabloima

-Ipak idemo da	e...
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Hipoteza o razlikova�u drveta

Stenli je u svom radu iz '95. dao primer 2 neizomorfna

grafa na 5 qvorova koji imaju iste hromatske funkcije.

Tako�e, videli smo da sva drveta sa n qvorova imaju isti

hromatski polinom. Me�utim, ostaje otvorena

Hipoteza o razlikova�u drveta (Stenli '95.)

Ako su T1 i T2 dva drveta, onda XT1 = XT2 ako i samo ako su

T1 i T2 izomorfni.



Hipoteza o razlikova�u drveta

Provereno je da ovo va�i za sva drveta zak	uqno sa 29

qvorova. Tako�e, dokazano je da va�i za neke familije drveta,

na primer za gusenice (to su putevi qiji su pojedini qvorovi

spojeni sa dodatnim qvorovima stepena 1) (Martin, Morin,

Vagner, 2008.)



Hipoteza o razlikova�u drveta

Roza Orelana i �eni saradnici su 2025. dokazali relaciju

"brisa�e-blizu-kontrakcija" koja omogu�ava da hromatsku

funkciju bilo kog grafa izrazimo preko hromatskih funkcija

zvezda-grafova, a kao posledicu su dobili algoritam za

rekonstrukciju proizvo	nog drveta dijametra ≤ 6 iz �egove

hromatske funkcije.



Hipoteza o (ne)pozitivnosti drveta

U pomenutom radu Stenli je primetio da su drveta veoma

retko e−pozitivna. To su kasnije proverili van Viligenburg

i �eni saradnici: za drveta zak	uqno sa 13 qvorova broj

e-pozitivnih za svaku pojedinaqnu kardinalnost skupa
qvorova ne prelazi 5, a u ve�ini sluqajeva taj broj je 1 (to je

odgovaraju�i put). Oni su zato formulisali slede�u hipotezu

Hipoteza o (ne)pozitivnosti drveta (Dalberg, Xi, van
Viligenburg, 2020)

Ako drvo sadr�i qvor stepena ≥ 4, �egova hromatska
simetriqna funkcija nije e-pozitivna.



Hipoteza o (ne)pozitivnosti drveta
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Ako drvo sadr�i qvor stepena ≥ 4, �egova hromatska
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Hipoteza o (ne)pozitivnosti drveta

Glavni metod ovde je svo�e�e na paukove, a onda primena

Volfgangovog kriterijuma.

Ukoliko je λ = (λ1, . . . , λd) ⊢ n− 1, gde je d ≥ 3, pod paukom

S(λ) podrazumevamo stablo od n qvorova koje se sastoji od d
disjunktnih puteva Pλ1 , . . . , Pλd

(koje nazivamo nogama) i

qvora (koji nazivamo centar) koji je susedan sa taqno jednim

listom svakog puta.

Zaxto su nam paukovi znaqajni?

Va�i:

Neka je T drvo sa qvorom v stepena d ≥ 3 i (t1, . . . , td)
particija qiji delovi odgovaraju veliqinama komponenata

povezanosti (T1, . . . , Td) od T \ v. Ukoliko T ima povezanu

particiju tipa µ, tada i S = S(t1, . . . , td) ima povezanu
particiju tipa µ.
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Hipoteza o (ne)pozitivnosti drveta

Za paukove postoji qitav niz kriterijuma pozitivnosti, me�u

kojima i slede�i:

Svaki pauk sa bar 3 noge neparne du�ine nema savrxeno

upariva�e, pa nije e-pozitivan.

Neka je λ ⊢ (n− 1) particija za koju je l(λ) ≥ 3 i neka je m
najve�i deo od λ. Ukoliko je m <

⌊
n
2

⌋
, tada pauk S = S(λ) nije

e-pozitivan.

Ako je λ ⊢ N , m najve�i deo particije λ i m <
⌊
N
2

⌋
, a

N > i ≥ 0, tada pauk S(i, λ) nije e-pozitivan.



Hipoteza o (ne)pozitivnosti drveta

Dalberg, Xi i van Viligenburg su 2020. dokazali:

Neka je S = S(λ1, . . . , λd) pauk sa n qvorova za koji va�i

d ≥ log2n+ 1. Tada S nije e-pozitivan.

Posledica:

Ako drvo T sa n qvorova sadr�i qvor stepena d, gde je
d ≥ log2n+ 1, tada T nije e-pozitivan graf.



Hipoteza o (ne)pozitivnosti drveta
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d ≥ log2n+ 1, tada T nije e-pozitivan graf.



Hipoteza o (ne)pozitivnosti drveta

Zeng je 2022. znaqajno pojaqao ovaj rezultat.

Ako drvo sadr�i qvor stepena ≥ 6, �egova hromatska
simetriqna funkcija nije e-pozitivna.

Foster Tom je proxle godine dodatno spustio ovu granicu.

Ako drvo sadr�i qvor stepena ≥ 5, ili qvor stepena 4 koji

nije sused nijednom listu, �egova hromatska funkcija nije

e-pozitivna.



Hipoteza o (ne)pozitivnosti drveta
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e-pozitivna.



Hipoteza o (ne)pozitivnosti drveta

Posledica

Pauci sa 4 noge nisu e-pozitivni.

To je to za danas :)
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HVALA

SVIMA KOJI SU DOXLI NA OVO PREDAVA�E

I HVALA

SLAVKU KOJI JE OVAKO LEPO I USPEXNO VODIO

NAX SEMINAR OVE GODINE!
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