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Ilonyrpyne, MoHOU U, TPyHe

Jokazaru na je anredbpa A nosyrpyna. Mcenuraru ja jim ce anrebpa A Moxke joepuHucaT

JI0 MOHOH/Ia U TPYIIE.

1. Heka je R cxym peamnux 6pojeBa u f : R — R mpoussosbna 6ujexmuja. A = (R, x), T1e je
necbunucana ca:

axb=F(f(a) + /).
2. Heka je S # () npomssosman ckyn. A = (P(S), A).
3. Heka je S # () npoussosban ckyn. A = (P(S),N).
4. Heka je M = {A = (a;;) | A€ M,(C), > " ja;; =1,3acBel <i<n} A= (M,). (Mcy

j=1
CBe KBaJIpaTHe MaTpHIle Peja N HaJ, KOMILJIEKCHUM OpojeBuMa KOJI KOjux je 30up ejieMeHara y

CBaKoj BpCTH jeHak 1.)

Pememe.

1. Jacno je na je x omeparnuja na R. /loka3zyjemo acomumjaTuBHOCT.

ax*(bxc)

Haxme, A jecTe moJyrpyna.



Hedbunummvo e = f~1(0). Tama je

axe = f7'[f(a)+ f(e)]
= [7[f(a) + F(f71(0))]
f~1f(a) +0]
= ()]
Comano je e xa = e, ma je (R, *, €) MmoHOM.
Ako gedpunummemo o’ = f~H(—f(a)), umamo:
axd (@) + f(a)]
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Cruano je @’ xa = e, na je (R, *,,e) rpyna. CaudHO OPETXOJTHOM PAUyHY, MOKEMO JTOKA3ATH
1A je x KoMyTaTuBHA omepannja, na je (R, e) Abesosa rpyma.

[Ipumernmo u caenehe: f je msomopduzam (R, %,,e) — (R,+,—,0). f je Gujeknuja mo
YCJIOBY 3aJlaTKa, 114 je JOBOJGHO caMo JokasaTh ja je xomomopdusam. f(e) = f(f71(0)) = 0;

fld) = f(f7H=f(a))) = = f(a); flaxb) = f(f7(f(a)+ (b)) = fa) + f(b). Haxe, f jecre

XOMOMOPQHU3AM.

. A je ounrienHo onepanyja Ha ckymmy P(S), ma Tpeba mpoBepuTH Ja je acorujaTuBHa, Tj. Tpeba
nokazatu ckynopan uiaenturer AN(BAC) = (AAB)AC. HoposbHO je mpoeeputn ja je p Y
(V1)< (pYq)VYr rayroaoruja, miro pagumo y ciaeaehoj rabiaumm:

pgrip¥ (g¥r)es pYqgVr

0 00 0 0 1 0 0

0 01 1 1 1 0 1

010 1 1 1 1 1

011 0 0 1 1 0

1 00 1 0 1 1 1

1 01 0 1 1 1 0

1 10 0 1 1 0 0

1 11 1 0 1 0 1
[Tpumerumo ga je AA) = A = (Z) onakse je (P(S), A, D) monoun. Takobe, ako y3zmemo
A = A, nmamo jga je ANA" = =0 = AANA. Hakne, (P(S),A),0) je A6enosa rpyna

(KOMyTATHBHOCT je O‘{I/IFJIG,ZLHa).

. (P(S),N) jecre moayrpymna, jep je jacno ga je N onepaumja una P(S), koja je acouujarusua. 1
BHIIe 07 Tora, Kako je ANS = A = SNA, 1o je S Heyrpas 3a oBy onepanujy, na je (P(S),N,S)
mononz. Ho, oBaj Monousz ce e Mozke nomeduHUCATH 10 rpyne. 3aucra, ako ou A’ 6no nuseps
on A, Tama 6w umaaun S = AN A" C A, mrro je vemoryhe.

. [loznato je nma je mMHOXKeme Marpuia aconmjatuBuo, na he (M,:) Outw moayrpyma ako je -
omeparja Ha ckymy M. Hexa A = (a;;), B = (b;) € M, 1j. Y _ a5 = 1,277 bij = 1, 32
cee 1 < i < n. Heka je C = AB. [okasyjemo na C' € M. Banummmo C = (¢;5), Tana je



Cij = Y p_y Gikbr;. Tpeba aa mokazkemo na je Z?Zl ¢ =1

Do = D) auby
j=1 j=1 k=1

= a;1bi1 + aipbor + ...+ ainbpy
ai1012 + @ioboo + . .. + Qinbio

+ + +

ailbln + ai2b2n + ...+ a'inbnn

Z Z aikbkj

k=1 j=1

= > an Y by

k=1 j=1

n
= E Qi
k=1
= 1.

Haxe, (M, ) jecre noayrpyua.

[Ipumerutre na jenuunana marpuna E npunaga M. Onatie cienn ga (M, -, E) jecre MoHOUI.
A Takohe MaTpuIla y K0joj ce y IPBOj KOJOHM HAJIa3e jeJHHHIIE, a Ha CBUM OCTAJIHM MECTHMA,
myste npunaga M. Ta marpuna ouurieno nemMa uuBeps, ma ce (M, -, E) He Moxke aopedunucaTn

JIO TpyTIe.
U

Jlokazaru jia ce Ha ckymny npupojanux opojesa N Moxke jneduHucaTH CTPYyKTypa rpyle Koja je
mzomopdHa ca (Q,+, —,0) (Q je ckyn panmoHaaHux Opojena).

Pememe. Kako je QQ npebpojus ckym, nocroju oujeknuja f : N — Q. [ledbunumumo oneparuje
@, 0 u younmo ejement e gedunncane ca: a &b = [~ f(a) + f(b), ©a = fH—=f(a)), e =
F710). Cazma MoxkeMo Ja JOKaxkeMoO, Kao y MPBOM eIy TPeTXOZHOr 3ajaTka, aa je (N, @, O, e)
rpyua uzomopdua (Q, +, —,0). O

Heka je S # 0 nponssoman cxym, J(S) = {f | f: S <5 Sy u N(S) = {f| f: 5 2% 51,
Aunrebpe J(S) = (J(9), 0,idg) u N(S) = (N(S), o,idg) cy ounrienno monouau. Tokazaru ga y J(5)

BaykKu 3aKOH JieBor ckpahupama, a y N(S) 3akon jecHor ckpahupama.

Pememwe. Hekacy f,g,h € J(S), raksu na fog = foh. Tpeba ja jokaxkemo ja je g = h. Y3mumo
upousosbHO © € S. Tama je fog(x) = foh(x), 1j. f(g(z)) = f(h(x)). Kako je f 1-1, Tana je
g(x) = h(x). Kako je x 6umo npoussospHO, TO je g = h.

Heka cy caga f,g,h € N(S), taksu na f oh = go h. Tpeba ga nokaxemo na je f = g. Y3mumo
npousBo/bHO Yy € S. Kako je h Ha, T0 mocToju x Tako jaa je h(x) = y. mamo aa je foh(x) = goh(x),
1j. f(h(x)) = g(h(x)). Onatae je f(y) = g(y), na Kako je y 6uI0 TpOU3BOJBHO, TO je [ = g. O

Heka je G = (G, *) KoMmyraTusan rpylous Koju 3a/0B0/baBa 3ak0H (T xy) x 2 = (2 x ) % ¥.
Jokazaru na je G moyrpyna.

Pememe. [lpumemyjyhin nsa myTa maTté 3aKOH M HA KPajy KOMYTATHBHOCT UMaMO: (T xY) x 2 =
(zxx)*y = (y*xz)xx =% (y*2), WTO je u TpPeOATO TOKAZATH. O



Heka je (G,-) KoHauHa MOJTyrpyna.

1. Joxazaru ma mocroju ejgeMent b € G taxas ga b? = b.

2. JlokaszaTu Ja 3a cBako k > 2 moctoju ereMent b € G takas jga b* = b.

Pememe. Hexka je a mpoussoman enement on (. Kako je G kKonauyan y Hu3y eneMenara u3 G:
n . m n m n
a,a?,a*,-,a®", -, nocroje aBa a®" m a®", Takpa gam < nu a’ = a*".

Tasa 3a cee x > 1 Baxu: a®a® = a®a®", 1j. a®?" = a®*?". Kako jeqnaunna 2(x +2™) = z + 2"

HMa 1e006pojHO pelemse, = 2" — 27! y3umajyhn b = o2, gobujamo b? = a2+ = 72" =
a®t?" =b.
Kaxo je b*> = b, Taga je u b = b, mT0O pemaba IpyTH 1€0 33JaTKA. O

Hexka je (G,*) nomyrpyna. Jokasaru na nocroju ckyn S u noackyn dynkmuja F' C S° taxkas
za je (G, x) = (F o).

Pememe. Heka je e Hekn esnemenT koju e npunajga G. ¥Yamumo S = G U {e}. Hedbunummmo
omepanujy f Ha S ca:

axb ,a,beG
agh = a ,b=e
b ,a=e

Ckopo je ounrmesino jaa je (S, ) moayrpyna y Kojoj je e HeyTpaauu eqement. O3naanmo ca f, : S —
S, a € S, neBy Tpancianujy f, : x +— affx. Heka je F' ={f, | a € G} u F' = FU{f.}. Ilpumernmo
Aa je fa © fb<'r> = fa(fb(‘r)) = fa(bjjx> = ajjbijx = faﬁb(x)a OJIaK.JI€e je fa © fb - faﬁb- Haxe, (Flao) je
IPYIONI, 3alpaBo MOIYTPYIa, jep KOMIo3nunnja GpyHKIHja jecTe aconmjaruBHa. Ako a,b € GG, Taga
atb=axb € G, na je u (F, o) monyrpyma.

Hoxkazyjemo ja je ¢ : G — F, naro ca ¢(a) = f, usomopdusam nosyrpyna (G,*) u (F,o).
Kako ce y f,, 3a a € GG, cimka a, TO je ¢ Ha upecankaBama. Axo je f, = fy, 3a a,b € G, Taga je
fale) = fo(e), 1j. afle = bie, omakie a = b, mro nokasyje aa je ¢ 1-1.

Konauno, 3a a,b € G, ¢(a+b) = four = fap = fo © f» (cTO MO Beh nokazamm), ma je ¢ n
xomMoMopud3am. ([l

Heka je (A, F,C) anreGpa, u neka je £ nernpasan Jjanan nogaiarebpu o1 A (£ je ckyn mojas-
rebpu o1 A, 07 KOjUX Cy CBake JiBe YHOpeJHBe y OJHOCY Ha MHKJIy3ujy). lokazaru ga je B = |J L
mogasareopa ox A. Takohe, moka3aTu Ja: aKO HEKH 3aKOH BaxKH y CBUM ajredpama u3 JjaHia L, Tajaa
Ta] 3aKOH BaxkKu 1y B.

Pememe. Axo je ¢ € C, Tazma je ¢ KOHCTaHTa cajJprkaHa y cBaKoj anrebpm u3 L, ma je caap:KaHa u
y BUXOBOj YHUjU B.

Axko je f € F onepanuja apuoctu n. /lokasyjemo 1a je B 3arBopena 3a f. Heka cy by, bs, ..., b,
enementu w3 B. Kako je B ynwmja ajaredbpu u3 L, to b; € H;, rne cee H; € L. Kako je £ nanam,
to mehy Hy, Hs, ..., H, noctoju najsehu; oznaummo ra ca H. Tanma by,...,b, € H, na Kako je u H

nozasuredbpa ox A, ro f(by,...,b,) € H. Kako je H caupxau y B, 10 f(b1,...,b,) € B.

Jlaxse, B jecre nmomaaredpa omx A.

[TpernoctaBuMo fa 3aK0H U(T1, . . ., Ty) = v(X1, ..., T,) (3amucan Ha onxropapajyhem je3nky) BaKu
y cBuM anreGpama janna L. Tpeba ma mokaxkemo ga 3a cse by, ..., b, € B Baxn u(by,...,b,) =
’U(bl, “o ,bn)

Kazga y3memo by,...,b, € B, moHoBo moxkemo 1a mahemo H € L Ttako ma by,...,b, € H. Kaxko
3akoH Baxu y H, 1o je 3aucra u(by, ..., b,) = v(by, ..., by). O



Heka je (G,-) rpynon Koju caapKu HEYTPAJIHE €JIEeMEHT €.

1. Jokazatu jga y G mocTOju MaKCHMaJaH KOMYTATHBAH HOArpynon (MaKCHMAaJaH y OJHOCY Ha
HHKJLY3H]Y ).

2. okazatu ma y (G mocToju MaKCHMAaJaH MOATPYIONT KOjH je TpyIa.

Pememe. Ilocmarpajvo davumjy F = {H | H je mOArpynouns Koju 3a/10B0/baBa KOMYTATHBHOCT }
n naprujaaao ypeheme (F,C). MakcuMmaiad KOMYTATHBAH HOJATPYNOUJ, je YIPABO MaKCHMAJAH
eJIeMeHT youeHOr maprujaanor ypehema. [Ipuverumo na je F HenpasHa damuanja, jep je {e} € F.

Ako je L mempasan JaHam, tajga je (mpema mperxomsoMm 3anartky) | J L moarpynoun on G Koju
3a/10B0sbaBa KomyTatusnocT. [lakme, | J £ je ropme orpanndeme 3a janarn Ly F. Ilpema [oprosoj
JieMu, F caJip:Ku MaKCUMaJIaH €JIEMEHT Y OJIHOCY Ha UHKJLY3U]JY.

Y apyrowm gery nocmarpajmo davuaujy F = {H | H je moarpynon/| Koju je rpyna ca HeyTPaIoM
{e} € F, na je u opne F Henpasua.

[ToroBo youasajyhu nempasan sanar £, | JL£ he 6utn ropme orpannueme 3a Ly F. Tlpema
[opuoBoj Jiemu HasazuMo Makcumasian noiarpymnoux M ox G koju je rpyla ca HEYyTPAJIOM €.

Jokaxkumo u ga je M makcumasian nogrpynous ox G koju je rpyna. Axo je M C N u N je
HOJArPYIOUI KOjU je rpyIa, Taja, Kako ¢ € N (jep e € M) u Kako je e HeyTpas Ha G, 3aK/bydyjeMo
na je e Heytpaa u ox N, ma N € F, onakne M = N. [

Heka je G = (G,-,7!, e) rpyna. Jloka3aTn ja BazKu:
1. 3aK0H J1€BOr M JECHOT CKpahubBama;

2. HeyTpaJ € je jeIMHCTBEH;

1

3. MHBEP3 eJIeMeHTa &, T -, je JeJINHCTBEH.

1 1

Pememe. AKo je 1y = xz, Tocle MHOXKema ca o~ ' ca JeBe cTpaHe, jobujamo z 'lxy = x 'xz,
ojlakse ey = ez, 1j. y = z. Jlakiie, Baxku 3aKOH JieBOI' cKpahuBaba.

AKo je 1z = yz, mociae MHOXKema ca 2 | ca JecHe cTpaHe, 10OHjaMo T2z~
re = ye, Tj. x =y. Jlakiie, Baxku 3aKOH JjiecHOT ckpahuBamba.

IIpernocrasumo 1a je € jour jeman meyrpasa. Tana je e = ee’ = €.
mTo je € HeyTpaJaH, a JApyra 3aTo IOTO je e HeyTpaJl.

1 1

= Yzz ~, OmaKJe

[IpBa jeaHakocT BaXKu 3aTO

IIpeTnocTaBuMo Ja je o’ jou jejan uHBeps ejgeMenta . ¥’ = v'e = 2’za~! = ex™! = v —1. [dpyra
jelHaKOCT Basy jep je 2~ ! uHBep3 ejgeMeHTa x, a Tpelia jeHAKOCT 3aTO IMITO je 2’ MHBEP3 eJeMeHTa
x. 0

Heka je G = (G, *,7!,¢e) anrebpa Koja 3a10Bo/baBa 3aKOHE aCONMjATUBHOCTH, JECHOT Hey-
TpaJia u JiecHor mHBep3a. Jlokazatu ga je G rpyma.

1 1

Pememe. Hekajezxe=xznzxx ' =e¢,zacer. Tagajee=a'x(z ")t =axex(z7!)”
vl xzxr v () =2 vz xe =2 xx. Kopucrelin oBo casa uMaMo e x & = wxx xx =
xrxe = x. /lakie, Bazke U 3aKOH JIEBOI' HEYTpaJa M JIeBOI' HHBep3a, 1a je G rpyma. 0

Heka je (G, ) moyrpyna y xojoj 3a cse a,b € G jepnaunne ax = b u xa = b uMajy peleme.
Hokazatu na ce (G,-) Moxe fomeduHAUCATH 10 TPYIIE.

e}.



Pemtewe. QDukcupajmMo egeMeHT a. lIpema ycsioBy 3amaTka jelHAUMHA T = @ HUMa pPeIleme; 03-
Ha4yuMo ra ca e. [lakmne, ae = a, Tj. e je HeyTpaJaH 3a MHOXKeHEe a ca JIeCHe CTpaHe.

TBpaumo na je e mecHm HeyTpaa. Heka je ¢ mpousBo/baH eleMeHT; JIOKaXKUMO Ja je te = t.
[Ipema ycrmoBy 3a/aTka jelHAUWMHA ra = ¢ WMa pellerne, O3HAUYMMO Ta ca s; Aakae sa = t. Tama je
te = sae = sa = t, mTo je n Tpedaso Ja jiokaxkeMo. Jlakijie, e jecre JilecHU HEYTpaJI.

3a mpom3BOJBGHO T, jeHaunHa tr = e nMa perere. O3HAYNMO HEKO pelllerhe Te je HaunHe ca t '
Tana je t~! gecuanm mHBEp3 O t.

Kako nmamo neduHuCAH JeCHH HEYTpaJs U IeCHH WHBeP3, Ha (G, +) ce MOXKe HPOIIHPHUTH JIO TPYIIE.

O

Heka je (G, -) konaqna mosryrpyna y Kojoj Bazke 3akonn ckpahnpama. Jokaszaru na ce (G, )
MOZKe IPOIIHPUTH JIO TPYIIe.

Pememe. 3a CBaKO a MOCMATPajMo TpecinKaBame f, : x — azx. f, je 1-1 mpecinkaBame, jep u3
fa(x) = fu(y), umamo ax = ay, 1j. x =y, jep je A03BOJBEHO JIeBO cKpahuBambe.

Kaxko je f, 1-1, u kako je G KOHa4YaH CKYI, TO je f, U Ha IpecJIuKaBame, 33 CBe a.

Qukcupajmo cajga #Heko a 3 G. Kako je f, Ha, TO MOCTOju HEKH eJIeMEHT, O3HAYUMO Ta ca e,
rakas Ja je f,(e) = a, 1j. ae = a. Jlaxiie, e je HEeyTpa/aH 3a MHOXKEHE Ca @ Ca JIECHE CTPAHE.

Jokaxkumo J1a je e jeBu HeyTpaja. Muoxkehu ae = a ca Jjiecne crpaHe nNpou3BO/HHUM €JIEMEHTOM
t, nobujamo aet = at. Kako je ;103BoJheHO JiIeBO cKpahupame, jobujamo et = t. Jlakie, e je 3amcra
gesn Heyrpan y G. Kana et = t moMHOXKHMO ca t ca JeBe cTpaHe, jmodbujamo tet = tt, ma Kako je
JI03BOJHEHO CKpahimBame U ca JiecHe cTpaHe, uMaMo te = t. /lakje, e je U J1eCHU HeyTpaJl.

KonauHo, 3a IIpoU3BOJLHO t, KAKO je f; Ha Ipec/auKaBaibe, IOCTOjU eJIeMeHT, O3Ha9iMO ra ca t 1,
TakaBp ja je fi(t™') =e, 1j. tt71 =e. t7! je mecnu mHBeps 3a t.

Kako ce y G Moxe nedbuHrCcATH HEYTPAT U JeCHHA HHBEP3, TO ce (G, +) MOZKe HPOITHPUTH /10 TPYTIE.

O

13. | Heka je (G,-) xoHauna moiyrpyma y Kojoj Baxu ciaeiehm 3akon: ar = xb —> a = b.
Hokazaru ga ce (G, ) Mmoxe upoumupuru 10 AbejioBe rpyie.

Pememe. YouuMo jia u3 aconujarusHocru umamo: a(ba) = (ab)a, na upumemyjyhu jgaru 3akoH,
3ak/byuyjemo ba = ab, Tj. 3aK/bydyjeMoO Jia BarK KOMYTATHBHOCT.

Youumo cajia jga 3 ab = ac, 10 KOMyTaTUBHOCTH CJiejid ab = ca, 11a 10 youeHOM 3aKOHY je b = c.
Jlake, Baxku 3akoH jeBor ckpahmpama. CymaHO Bakum 3akoH jgecHor ckpahwpama, ma xkako je G
KOHAYHA IOJYTPYIIa HA HOj Ce MOXKe J0epUHUCATH CTPYKTypa I'PYyIIe. O

14. | Ucnwraru ga am cy caenehe crpykrype (G, ) rpyre.

1. G={a+bi|labeR, a®>+b*=1} u - je MHOXKEIE KOMILIEKCHUX OpOjeBa.
2. G={a+by2+cV4d|a,bccQ, a®+ 1 +c#0} u- je MEOKEHmE peasHnx 6pojesa.
3. G={(a,b) | a,beQ, a+#0}u(ab)-(c,d) = (ac,bc+c+d).
4. Hekajen > 2. G={M, |a € Q, a # 0}, e je M, marpura:

CL a .o .. CL

a a DR a

M, =
a a a

nxn

7 - je MHOXKeHhe MaTpHUIa.

b
5. G = {x — am_i—d a,b,c,d € Q, ad — bc = 1} n - je KoMmo3ummja GyHKIHja.
cr



Pememe.

1. Heka a+bi,c+di € G, 1j. a>+b* = 2 +d* = 1. Taga je (a+bi)(c+di) = (ac—bd) + (ad + be)i,
a (ac—bd)*+ (ad+bc)?* = a*c* — 2abed + b*d? + a*d? 4 2abed + b*c* = a*c® + V*d* + *d* + V¥ =
(a*+b*)(z* +d*) =1-1 =1, onakse cnequ na (a+bi)(c+di) € G. Takne, G je 3aTBOpeH 3a .

AcorujaruBHOCT MHOXKEHa KOMILIEKCHIX OpojeBa je mo3nara. [Ipumernmo ga je 1 = 140 € G,
ma je 1 meyrpany G.

Takobe, upumerumo 3a a+bi € G, (a+bi)(a—bi) = a®> +b* = 1, onakie ciaeau na je a —bi € G
uHBep3 ejgemaTa a + bi. Jlaknae, G jecre rpyna.

2. JToxkaxkuMmo 1a je a + by/2 +cv/4 = 0 akko a = b = ¢ = 0. Cmep = je ounrenan. 3a cMmep
<=, TPeTHOCTaBUMO Ja je a + by/2 + ¢v/4 = 0 u mpermocraBuMo 3a moUeTak ma a,b,c € Z.
Tama je bv/2 + cv/4 = —a. Tlocme mmsama Ha Tpehu cremen mobmjamo: b°2 + 3b%cv/4/4 +
3bc2/23/16 + A4 = —a®, 1j. b32 + 6b2c/2 + 6bc*V/4 + ¢34 = —a®, mTO MOYKEMO 3aImcaTH:
b32 + 6be(b/2 4+ cv/4) + 34 = —a®. Axo ce cermmo ga je by/2 + c/4 = —d®, moGujamo
b32 — 6abc + 24 = —a?, wmun a® + 2% + 4¢3 — 6abe = 0.

Tepaumo ma 2" | a,b,c, 3a cBe n > 1. OBO MOXKeMO JOKA3aTH HHAYKIHjOM 1O n. 3a n = 1,
nokaszyjemo ja 2| | a,b,c. Kaxko Bugumo jia cy cBu cabupuu cem a’ Je/bUBH ca 2, TO MOpa u
a® 6utn ge/mpuB ca 2, Tj. a Mopa GUTH mesbuB ca 2, jep je 2 mpoct 6poj. ammmmmo a = 2a’ n
3aMeHOM y jeHakocT gobujamo: 8a’® + 2b% 4 4¢3 — 12a’be = 0, Koja mocIe fe/bema ca 2 mocTaje:
4a” 4+ b3 + 2¢3 — 6a’be = 0. Cana sujgumo ja 2 | b3, j. 2 | b. Ako zanumemo b = 2V, jeanaxoct
nocraje: 4a’”® + 86" 4+ 2¢® — 12a’b'c = 0, 1j. 203 + 40 + 3 — 6a’b'c = 0. Konauno Buaumo Ja
2|, 1j. 2| c. Tuwme je noxasana Gasa HHIYKIHje.

[Ipernocrasumo aa 2" | a,b,c u gokaxumo 2" | a, b, c. Bamumumo a = 2"ag,b = a"by,c =
2"cy. Bamenom y jemHakocT uMamo: 23"ad + 2372b3 4 23743 — 23"6agbocy = 0, omaxae, mocye
nemerba ca 25" nobujamo: ad+2b3+4ci —6agbycy = 0. Cagna nokazana Gaza nmosaauu 2 | ag, bo, co,
ma 2" | a, b, c.

okazano TBpherme nosaun a = b = ¢ = 0.

Axko je cama a,b,c € zanummmo a = a'/ad’, b =V /b, c = /", tne o, V", " # 0. Ilocae
) ) ) ) b ? ) )

MHOKea o + by/2 + ¢v/4 = 0 ca a"b"c" pobujamo a'b’c” + a"b'c"/2 + a"b'd/4 = 0, e

a'b’d’,a"t'd, a"V'd € Z. llpema Beli nokaszanom a'b’c’ = b/’ = a"b'¢ = 0, onakie cienu

a=0V==0nmana=b=c=0.

Jlakie, 3a pamuoHasiHe Gpojese a,b, ¢, a + by/2 + cv/4 € G axko a? + b> + 2 # 0 axko a,b, ¢
HICY HCTOBpeMeHO jeqnaxu 0 akko a + by/2 + cv/4 # 0.

HATIOMEHA. Tlpumernte na omasie Baxku ga je a + by/2 + cv/4d = d' + b2 + V4, 3a
a,b,c,a' V¢ € Q, akxo (a —a') + (b —V)V2+ (c — )4 =0, 1j. akko a = a/, b =V u
¢ = . Jlakre, IlpencraBmpame ejgementa u3 G je jeHHCTBEHO y 00HKY a + by/2 + c/4, 3a
a,b,c. Moxkemo pehinr na cy 1, /2, v/4 mureapuo HesaBucHE Hag Q.

Heka a + by/2 4+ cV/4,d + V2 + V4 € G. Tanma je (a + b2 + c/4)(d + V2 + IV/4) =
(aa’+2bc 4-2cb') 4 (abl +ba’ +2¢c ) /24 (ac +bb +ca’) /4. Kako je Tponssos apa HeHy/Ia peaaHa
Opoja, HenyJsa peasan 0poj, To je G 3aTBOPEHO 3a MHOXKemhe. MHOKembe peaJHUX OpojeBa je
CBAKAaKO acoIUjaTuBHO, U (G CaIPKMU HEYyTPaT 32 MHOXKee, mTo je 1. JeauHo ocTaje muTame
Jla JIM je 3aTBOPEHO 34 UHBEP3?

[TocmaTpajmo jeanaduny no o', b, ¢, y kojoj ¢y a, b, c napamerpu (TakBu ja je 6ap jeJan oJ| lux
pazmmaut o myae), (a+bv/2 4 cv/4)(a + U2+ V4) = 1, 1j. (ad’ +2bc + 2cb') + (ab + ba’ +
2cc)V/2 + (ac + b + ca’) /4 = 1. TIpema ropmoj HAIOMEHH 0B jeiHAYNHA UMA Pererba (1 OHO
je jemmnrcTBEeHO) aKKO cucteM aa’ + 2bd + 2¢l = 1,ab’ + ba' + 2¢c = 0,ac + bl + ca’ = 0 uma

a 2c 2b
pererse. leTepMuHanTa OBOT cucTeMa je jenHaka | b a  2c | = a® + 2b® 4 4¢® — 6abe, Koja je
c b a



passmmanta oj, 0 KaKo ¢MO rope BUJEJHU, jep HUCY CBHU a, b, ¢ jeqnaku Hysa. Jlakie, oBaj cucreMm
MMa pellierse (H TO pelliehe Cy OUUTIeHO PAIMOHATHH OPOjeBH ), a HHBEP3 OJ a + b2 + cv/4
npunaja G.

3. Jokazxumo 3aTrBopeHoct gare crpykrype. Heka (a,b), (¢,d) € G, Tana je (a,b)(c,d) = (ac, be +
c+d), tae cy 0be KoopamHate pesysararta pannonaane n ac # 0, jep a,c # 0. JTabe mokazyjemo
acormjarusnoct: (a,b)[(c,d)(e, f)] = (a,b)(ce,de + e + f) = (ace,bce + ce + de + e + f) =
(ac,be+c+d)(e, f) = [(a,b)(c, d)](e, f).

Heyrpan tpeba 3a nmpoussosban (a,b) € G na 3agoopasa: (a,b)(z,y) = (a,b), 1j. (az,bxr +
r+y) = (a,b), onakne je x = 1uy = —1. Kako (1,—1) € G, 10 je on meyrpany G.

NuBep3 enementa (a,b) € G, (z,y), rpeda jga 3agoBospasa: (a,b)(x,y) = (1,—1), 1j. (az,bxr +
r+y) = (1,—1). Pemasajyhn nobujamo x = 1/a, y = —(1+a+0b)/a. Onu cy nedunucanu, jep
je a # 0, n omrosapajyhn map npunaga G, na sakmyayjemo na je (a,b) ™t = (1/a, —(14a+0b)/a).

4. Ipumerure na je M, = M, akko a = b, u na je M, M, = M, 4.

Ako My, M, € G, 1j. a,b € Qu a,b+# 0, tana u nab € Q u nab # 0, ma M, M, € G. lloznaro
je Ja je MHOXKeme MaTpuila aconujatrusno. [Ipumerute u na je MuoxKeme Matpuna y G 9ak u
KOMYTaTHUBHO.

Ucnurajmo ga in G uma #HeyTpasa. Pemasamo jeanauuny M M, = M,, 1j. M. = M,, mTo je
ekBHBaJIeHTHO ca = = 1/n. Kaxo M/, € G, 10 je neyrpan y G.

Konauno, ucnurajmo na au M, uma unseps y G. Pemasamo jegnaauny M, M, = M, ,, onaxie
je My = My, ma gobujamo x = 1/n?a. Hakne, M, ' = M /2,

5. Heka f,g € G, tne f : v %Hg:xH ‘cl,/;j:g:ﬂad—bc:a’d’—b’c’: 1. Tana

o p g CEEAY ey e ()
g r cath L~ (adted)etbdtdd) (a1 od)a + (be + dd) u (aa’ + cb')(be

cx+d cx+d
dd') — (ba' + dV')(acd 4+ cd') = abd'd + ada’d' + beb'd + cdb'd’ — aba'd — bea'd — adb'd — cdb'd' =
adda’'d + beb'd — bed'd — adb/d = (ad — be)(ad'd — V) =1-1=1, omakne go f € G. Iloznaro
je 1ma je koMmosuija (pyHKINja acollujaTuBHA.

[Ipumerure na je id : x — (l)ifl], na id € G, u ounrseano je id meyrpan y G.
! /
Mszpauynamu cMmo ja 3a f,g € G, rae f 1 x — % ug: T+ Z,:fj_rg, BayxKW O f : T >

(ad" + cb')x + (ba’ + db’)
(ac + cd')x + (bd + dd')

. Tpaxehu unBep3 ox f (koju je dbukcHpaH) penraBamo jerHAYHHY

go f = id. /[obujamo mBa cucrema jeanadwna. llpeu mo memozmatuma a',b': ad’ + b =
1,0’ + db' = 0, u gapyru no #enosnaruma ¢, d: ac + c¢d = 0,bc + dd" = 1. Jlako ce Buan
Ia cy pemema opor cucreMa: o = d, b = —b,d = —c¢,d’ = a, v HHje TELNIKO IPOBEPUTH 1A je
T fijfa uHBep3 o7 f, KOju, MpuMeTuMO, npunajaa G.

Hakie, G jecte rpyna.

Juepapcka rpyna

Heka je II,, = A1 Ay ... A, npaBuian n-toyrao y pasau w. Ca D,, o3Ha1aBaMo CKym CBUX H30METPHja
f paBun w koje npecauxasajy II, ma cebe. Ouurienno je D, = (D,,o0,”',¢) rpyna, rae je f~*
MHBEP3HO TIpeCIuKaBarbe of f, a € je KouHIuaeHuja (MIeHTHYKO IPECTUKABAbe) DABHE W.

Heke nmosnare ocobune nsomerpuja cy: temena ojn I, ce ciukajy Ha temena o Il,; ako ce Teme
A; cmuka y Aj, Taga ce TeMme A,y ciuka wm y A,y unny Ajyq, un crpannna A;A; 1, ce cimKa Ha
AjA;_ mmm na AjA L.



Hoxkazatu ga D,, mMa 2n ejeMeHaTa U OIpeIUTH cBe ejeMente oi D,,.

Pememwe. Heka je A1 Ay ... A, npaBuman n-toyrao u Heka je f m3oMeTpuja paBHH KOja ra CJIUKA
ua ceGe. Tama je f(A;) meko ox temena Aj, A, ..., A,, Tj. A ce MOXKe CJIMKATH Ha 1 HAYMHA.
Kana mpecimkamo Ap, Ay ce Mopa mpecJmKaTH Tako 1a Oyae CycemgHo ca CIHKOM onx A, Jakie Kajaa
npecankaMo Ap, A, MOXKeMO TIpeciuKaTi Ha 2 HaduHa. KOHAYHO MPUMETHMO J1a KaJia MPeCcTuKaMo
A1 u As, cTEKe CBHX OCTAJINX TeMeHa cy TuMe oapehene. [lakie, umaMo 2n HaUMHA 38 MPECTUKABATHE
IpaBUJIHOT N-TOyTJIa Ha cede, Tj. D,, nma 2n enemenara.

Onpeaunvo te eemente. (O3naanmo ca Ag = A, u A, = A;.) Ilpernocrasumo ja ce A; coiuka
y A, e 1 <i<n. Taga ce Ay cruka mm y A; | mim y A;iq.

(Ako nmamnprare cauky, caenehe objammeme he 6urn jacuuje. )

Axo ce Ay cimka y A;i, TpEMeTHMO 113 je Taga jgata TpancdopMarmja poTammja Ro2ii—1)r/n;
rjie je O nenrtap garor n-toyriaa. Crernujaano, ako je ¢ = 1 y nutamy je xounmuaennuja €. Cse oBe
TpanchOpMaImje ¢y IUpeKTHe (4yBajy OpUjeHTAlUjy PABHH).

Axo ce Ay cimka y A;_;, IpEMeTHMO Ja je y HHTamy ocHa pediiekcuja S, TIe je p CHMeTpaIa
nyxku Ay A;, ako je ¢ # 1, win je p cumerpana ayxRu AsA,, ako je ¢ = 1. Jlako ce Buau jma cy nare
pase 3aucra oce cumerpuje nejaor n-royria. Cse oBe rTpaHcdopManuje cy HHIUPEKTHE (Mebajy
OpHjeHTAIN]y DaBHH).

Jaxkme, D,, unne n poranumja u n ocHux pedJexcuja 0

Ounpemurn D3 n nanucaru ”rabauiy MmHOXKema” vy Ds.

Pememe. Heka je ABC npasunan tpoyrao u O meroB mentap. Jlako je BumeTun jga cy jegune
usoMerpuje pasuu Koje upeciaukasajy ABC na cebe: €, Ro 2x/3, Roax/3, Sa0, Spo 1 Sco.-
BanumuMo Kako OBa Ipec/nKaBama cankajy remena ABC:

(ABC o (ABC o (ABC
€ ABC) 0,21/3 - BCA) 0,47/3 - CAB)
ABC ABC ABC
SOA'(ACB)’ SOB'(CBA)’ Soc : (BAC)'
Caza MOKeMO /13 3aluIIeMo TabJIuIy MHOXKema y D,
o € Ropors Rouris  Soa Son Soc
3 € Roprs Rouriz  Soa Son Soc
Ro2n/3 | Rogrzs Rour/3 3 Son Soc Soa
Rour/3 | Rour3 € Roors  Soc Soa Son
Soa Soa Soc Sop £ Rouar/s Ro2n3
Son Son Sox Soc  Roors € Ro4n/3
Soc Soc Sos Soa  Rour;z Roors €

O

AKo ca p o3HAIAMO POTANHjy Ro2x/3, & €& 0 6H10 KOjy 0 pediexcuja Soa, Sop, Soc u3
IPETXOMHOT 3aJaTKa, Taja je: D3 = {e, p, p?, 0,0p,0p*}, 0> = p> = ¢, op = p*o u po = op®.

Pememe. Ounrenno je {e,p, p*, 0,0p,0p?’} C D3. JI0oBO/BHO je JOKA3aTH Ja Cy CBU €JEMEHTH H3
ckyna {e, p, p?,0,0p,0p*} pazmmuurn ga GHCMO JOKA3AIN JeIHAKOCT. €,p, p° CY OUUTICIHO PA3JIH-
ynuTe qupeKkTHe u3oMerpuje. Kako cy o,0p, 0p? HHIUPEKTHE H30MeTpHje, TO Cy OHe PasInduTe O
e, p, p*. Ocraje na mokaxkemo 1a cy o,op, op® mehycobno pazmmauru. MeljyTum T0 caeam TupexTHO
IpeMa 3aKoHHMa CKpalmBama I UHILCHAIN Ja CY €, p, p° Pa3IHInTH.

0% = p? = ¢ je ounrmenno.



[Ipumerumo (op)? = €, jep je op pedbiekcuja. Tana je cpop = €. AKO HOMHOKHMO OBY jeJIHAKOCT
ca JiecHa ca p°o, JobujaMo opopp?c = p?c, ojakie je opoo = p?c, Tj. op = p2o.
Konauno umamo po = pipo = p?p’o = p*op = opp = op. U

Onpenutu Dy v nanucaru Tabaumny MHOXKerba y Dy.

Pememe. Onpeanhemo camo Dy, ocTaB/bamMo mucame TabauIe 3a camocranan paa. Ako je ABC'D
kBaJpar unju je nearap O, a p u ¢ pegoM 3aegandke Hopmasie crpanuna AB u C'D, onaocao AD u
BC, rana je nako ugeru ga cy eneMmenTd of Dy: €, Ror/2, Rox Rozn2, Sac, SBp, Sp, Sy O

AKo ca p o3HaYUMO poTanujy Ro 2 acao 6I/IJIO KOjy ozL pe(bﬂeKCHJa Sac, SBD, S, S, I/13
IIpeTXoJIHOr 3ajaTKa, Taja je: Dy = {e, p, p%, p3,0,0p,0p%,0p°}, 0> = p* = ¢, op = p3c u po = op.

Pememe. Ouurienno je {e,p, p?, p*,0,0p,0p% 0p*} C Ds. JIoBo/bHO je joKa3aTu jia Cy CBH eJie-
MeHTH U3 cKyna {e, p, p2, p3, 0,0p,00% op®} pasinuuru qa GuCMO JI0Ka3a/d jeJIHaKOCT. €, p, p2, p° cy
OUNTJIeHO PasindnTe JUpeKTHe m3oMeTpuje. Kaxo cy o,0p, 0p?, op® HHIAPEKTHe M30MeTpHUje, TO
cy OHe pasimuuTe o €, p, p°, p°. OcTaje na I0KazKeMo Ja cy o,0p,op>, op® MeljycoGHO pasinmduTH.
MebyTuM To cIeau AUPeKTHO IpeMa 3aKOHIMa, cKpahuBarba 0 YHILeHUIIT A2 CY €, p, 02, p° PA3IIINTH.

0% = p* = ¢ je ounrsenno.

[Tpumerumo (op)? = ¢, jep je op pedbiiekcuja. Tana je opop = €. AKO NOMHOKHMO OBY jeJIHAKOCT
ca mecHa ca p’o, nobujamo opoppio = p3o, omakne je opoo = plo, Tj. op = pio.

Konauno nmamo po = ptpo = p?plo = p*op = p*plop = p*pPop = pdopp = oppp = op. O

Ako ca p ozna"uMO poranujy Ro ox/n, & ca 0 6UI0 KOjy 01 pedbIeKCH]ja IPAaBUIHOT N-TOYTIIA,

tana je: D, = {e,p, 0% ..., p" Y o,0p,0p%, ... 0p" }, 0F =pt =¢,0p=p""Loupo=op"t
Pememe. Ouurienno je {&,p,p% ..., p" Yo, 0p,0p* ...,0p" 1} C D,. JToBo/bHO je J0KazaTh jia

cy CBH eJieMeHTH u3 cKymna {&,p, p?, ..., p" 1 0,0p,0p% ..., 0p" "'} pazmuuuTu na Gucmo jJoKazain
jemHaxoctT. €, p, p?, ..., p" ! cy ounrienno pasimunTe qupexTHe m3oMmerpuje. Kako ¢y o, 0p, 0p%, ..., 0p" !
UHANPEKTHE W30MeTpHje, TO Cy OHe Pa3JmdauTe o1 &, p, p2,...,p" L. Ocraje ga Jgoxaxemo j1a cy
a,op,0p?, ..., 0p" ! Mehycobno pasamunta. MelyTnM To ceam JUPEKTHO IpeMa 3aKoHnMa cKpahuBama
U YHILCHULA Ja CY €, 0, p°, ..., p" ' Pa3IHIuTH.

2 = p" = ¢ je ounrIeHO.

ITpumernmo (op)? = ¢, jep je op pedaexcuja. Tanga je opop = . AKO HOMHOKHMO OBY jeJHAKOCT

ca zmecHa ca p"lo, nobujamo opopp™ o = p" o, onaxie je opoo = p" Lo, 1j. op=p" o

Cimnuno je (po)? = ¢, jep je u po pedaexcuja. Taja je popo = €. AKO HOMHOKHMO OBY jeJIHAKOCT
ca seBa ca op" L, mobujamo op" lpopo = op"t, omaxie je copo = op™ L, 1j. po = op" L. O

Iloarpyne
loackyn H rpymne G je noarpyna rpyue G, H < (G, ako BaxKu:
1) ako x,y € H, tana xy € H;

2) ako x € H, rana z7' € H;

3) ec H.

[lonckyn H rpyne G je moarpyna rpyne G aKko je Hepa3aH M BaxKm: ako z,y € H, taga
xy € H.
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Pememe. Jlokaxkumo npBo cmep =). Ako H < G, tana je H uenpasaw, jep e € H (npema 3) u3
necdunnnmje). Takobe, ako x,y € H, tana z,y ' € H (npema 2) u3 aedununuje), a ogarie xy + € H
(mpema 1) u3 nedununmje).

Cana mokazyjemo <). Kako je H menpaszan, uzabepumo t € H. IIpema ycnosy taga tt—! € H, Tj.
e € H, mrro nokasyje 3) uz qedunnnmje. Ipernocrasumo na x € H, taga us e,x € H, upema ycJosy,
cienn ex~ ! € H, 1j. 27! € H, mro nokazyje 2) uz gecdununuje. Konauno axo z,y € H, taja npema
yIIpaBo jloKazanom T,y ' € H, na npema ycaosy x(y~')~! € H, 1j. zy € H, wro gokasyje 1) u3
Jlebununmje. 0]

Ako cy H K C G, a,b € G, tana nedunumemo cienehe ckymnose (noackymose on G): HEK =
{zy | v € Hy € K}, H' = {27! | x € H}, aH = {ax | v € H}, Hb = {zb | x € H},
aHb = {axb | x € H}. Ckyn aH 30Bemo JieBu Tpaucaar ox H, Hb je necuu tpancaar ox H, aHb je
nBocTpanu Tpancaar o H. Crernujaano gsocrpann TpanciaaT aHa ! 3o0semo Komyrar on H.

[Tpumernte 1a je nogckyn H on G noarpyna on G akko: HH C H, H' C H u e € H. Taxobe,
nenpazana noackyn H ox G je noarpyna ox G axkxko HH' C H.

[Ipeciukasame f : H — aH, neduHnNcaHo Ha OUNTIeaH HAUMH [ : T — ax, je OHjexImja.
Canuno x — xb je oujekuuja H — Hb, u x — axb je oujeknuja H — aHD.

Pememe. [ je oumrieano mobpo medbunucano na mpecankaBame. Ako je f(z) = f(y), 1j. ako je
ax = ay, Taja je 30or ckpahuBama u x = y, mMTO H0Ka3yje aa je f 1-1. O

Halin npumep rpyne G u nonckyna H C G rakeux ga: e € H, HH C H, ann na H uumje
TOTPYTIA.

Pememe. Yoummo rpyny Q pammonasaux OpojeBa y OfHOCY Ha cabupame. YOUNMO HeH MOJCKYT
H={¢qeQ|q>0}. Jacuo je na 0 € H, na je H+ H = H, anmu H uuje noarpymna — Haume ae
UHBEP3HU. [

Axo je H Konawan HenpasaH 1ojackyn oJ G Takas j1a je HH C H, taga je H noarpyna o
G.

Pemewe. Kaxo je H HempasaH, OH caJIip:Ku Hekn ejeMeHT a. Kako je HH C H, 1o je3a x € H,
ar € H, ma je f: z +— ax npeciukaBamwe f : H — H, Koje je kako cmo Beh mokazamm 1-1. Kako
je H xomauan, 1o je f ma. Ilpema Tome moctoju emement b € H takab ma je f(b) = a, 1j. ab = a.
[Tocsie ckpahuBama ca a 3akpyudyjemo b = e. [lakie, e € H.

[TornoBo kopucrehu ummenuny jga je 3a owno koju @ € H, f : x — ax Oujeknmja H — H,
3aK/bydyjemMo ja nocroju ejement b € H taxko ma f(b) = e, 1j. ab = e = aa™'. Tlocre ckpahusama
ca gobujamo, b = a~!, 1j. H je 3aTBOpEH 3a MHBep3e.

Kaxo je Beh mpema yciioBy 3amatka H 6uo 3aTBopen 3a onepaiujy, To je H nogrpyna ox G. [

Heka je F nenpaszna dgavunuja noarpyna rpyne G. Joxasaru ja je (| F HoArpyna rpyme
G.

Pememe. IIpumernmo ma e nmpunaga ceakom ainany dammauje F, na npunaga u (| F. Takobe, ako
r € (| F, raja x upunaja ceakom wiany davuiuje F, na u 7' npunaja ceakoM uiany gpaMuimje
F,na x~' € (| F. Konauno, ako x,y € (| F, Tajia x,y Npunaajy ceakom diany dbamuiunje F, na u
xy npunajaa cakoMm wiany dbavuiaje F, na xy € (| F. 0
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ITocneauna Heka je S C G Hempasan mojckyn ox G, u meka je Fg = {H < G | S C G}.
[Ipema mperxoHoM 3aaTKy je (| Fs noarpyna o GG, koja oaurnenno caapzxu S. OHa je U HajMarba
noarpyna ox G koja caapzku S (jep je npecek CBUX TAKBUX), U Eby 30BEMO 1.002PYna 2eHepucana ca
S u oznagasamo (S) = (| Fs. [Ipumerure na mupektHo mpema gedununuju Baxu: ako je H < G u
S C H, rana (S) < H.

Heka cy H, K < G. Joxkazaru ga je HUK < G akko H C K um K C H.

Pememe. Ako je H C K wmt K C H, tana je HUK = K wmm HU K = H, na je cBakako
HUK <.

Ca apyre crpame, ako H ¢ K u K ¢ H, uzabepumo a € HN K ube K\ H, rana ab ¢ H (jep
6u y cyuporuom b = a~!(ab) npunayano H) u ab ¢ K (jep 6u y cynporuom a = (ab)b~! upuuaiasio
K). Maxae, a,b € HU K, amu ab ¢ H U K, ogakne cieqn H U K £ G. O

Onpeantn cBe noarpyme o Ds.

Pememe. Cernmo ce ga je D3 = {e, p, p?,0,0p,0p*}, rae je p poranuja 3a 27/3, a 0 IPOU3BO/bHA
cuMmerpuja. OnaBme cyienn 1a, ako TOArpyna H caipxKu p 1 Npon3BobHY cuMeTpHjy, H Mopa ma Oyze
jeanaka Ds. V ciyuajy D3 upumerumo u ja ako H caupxku p?, taga H cajpxu u (p?)? = p* = p.
Jakse, ako H cajap:ku jejiHy poranujy, cajpKu ux ode, u Takohe ako cajpzKu NPOU3BOJbY POTAIH]y
U TPOU3BOJbHY CUMETPHUjy Mopa Ja Oy/e jeanaka Ds.

Onpenmmo caga cBe moarpyme ox Ds.

[Tpernocraumo fa nmogarpyna H cajipzku 6ap ase cumerpuje. Taga H capKu U HUXOB ITPOU3BO/I,
KOJU HHUje € jep Cy pa3JUuuTe, a jecTe JUPEeKTHA TpaHcdopMaluja, IpeMa ToMe HBUXOB IIPOU3BOJL je
Heka poranuja. Jakiae, H caap:Ku CUMETPHU]y U pOTalMjy, 11a je jeanaka Ds.

[IpermmocraBumo ma moarpyma H caap:Kdm TadHO jenHy cUMeTpH]y. Ako H caap:Ku poTanujy,
oHJa je jemHaka Ds, ma caap:Ku ¢Be CHMETpHje, IMTO je Y CYIPOTHOCTH ca mpeTnocTtaBkoM. lakae, H
HOPeJL lare CUMeTpHUje M KOMHIUIEHIMje He caJpzku HucTa Buiie. [Ipema tome H je jeanaxa {e, 0},
{e,op} wnu {&,0p?}. Jlako ce Buau na oso jecy noarpyne of Ds.

Konauno, npernocraBumo na noarpyna H we caapxku cumerpuje. Axo H He caap:Ku HE POTAIH]y,
y nuTamy je rpupmjagHa noarpyna {€}. Ako H caap:ku poranmjy, Kako MO BHIETH, CaapKu 00e,
na je H = {e,p, p*}, u JaKo ce BUIM Ja OHA jecTe MOJATPYA.

ﬂaKHea CBE IIOATPYIIE O D3 cy: {8}7 {570-}7 {670-p}7 {670-p2}7 {67/07 IO2} u D3' 0

Onpeantn cBe moarpyme ox Dy.

Pememe. Cerumo ce jga je Dy = {e,p, p? p®,0,0p,0p* 0p}, vae je p poranuja 3a 27/4, a o je
npouseo/bHa cumerpuja. OllaBae ciaenm ga ako moarpyna H cajpKu p u MPOU3BOJbHY CHMETPH]Y,
ona je jennaxa Dy. Takobe mpumernmo jna ako H caapxu p, taga H caapxu u (p*)3 = p? = p,
onakse ciaenm: ako H camapxkm p nim p°, taga H caap:Ku cBe poTanumje n Takohe ako H canspxu p
Win p° ¥ IPOU3BOJ/bHY CHMeTPHjy, Taja je H jennaxa Dy.

Hajnpe hiemo gokazarn ga ako H cagpzxu nekn on caenehinx ckynosa: {o,op}, {o,0p%}, {op, op?},
{op? 0p*}, Tama je H = Dy. 3ancra, ako H caap:kKm HeKe O]l HABEJCHAX TapoBa CAMETPHja, Taa
H cajpsKu u BUXOB IPOU3BOJ, KOjH Cy PEIOM jefHaku: oop = p, oop® = p°, opop? = oop’p? = p
u op’op® = oop?p® = p. Haxne, H caapxu HeKy o7 POTaImja p WIH p° W HEKY CHMETPH]y, IIa je
H =D,.

Axko H canp:xu Gap Tpu cumerpuje, Tajia H Mopa jJa caap:Ku HEKH O MapoBda CUMeTpHja u3
IPETXO/IHOX Iacyca, na je H = Dy.

IIpernocrasumo fa H canp:ku Tauno jage cuMerpuje. IIpema nperxonnom H caxpzxu wiu {o, op®}
nma {op,0p°}. Ca jemame cTpame, Kako Cy TO jeJuHE JABe CHMeTpHje Koje caupxu H, H me cme
na caapxu poranuje p u p°. Ca apyre cTpale, MOpa Ja CaJpzKd IPOU3BOJ Te JBe CHMeTpHje,
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KOju Cy peloM jennaku: oop® = p> u opop® = ocop’p® = p*. Jakiae, H = {e,0,00% p*} nm

H = {e,0p,0p% p*}. Jlako ce Buam ga oBo jecy moarpyne ox H. ITpumernte na cy one n Abenose.

IIpernocraBumo na H camapzku TauHo jenny cumerpujy o'. Tana H He caap:Ku mpeocTtajie TPU
cuMeTpuje, a Takolje He cMe J1a caJp:Ki HEjeJHy poTalujy o', jep 61 y CyIpOTHOM cajpzKaa o’ p', ITo
6u Guna apyra cumerpuja y woj. Jaxnie, H = {e,0}, H = {e,0p}, H = {e,0p*} win H = {e,0p}.
Jlako ce Buju 1a oBo jecy nogrpyie o Dy.

Konauno, mpernocraBumo na H we cajp:ku Hujeany cumerpujy. Axko H He caapxku HEHjeIHY
poranujy, H je tpuBmjanna moarpyna {€}. Axo H caapxu poranujy p wiu p3, KaKo cMO BHesH
tana je H = {e,p, p?, p3}, u nako ce Buau ja oo jecre noarpyna oji Dy. Axo H cajpzu poranujy,
a He cajp:Ku HE p HE p°, Tajga je H = {e, p?}, u Takohe ce Jako BUIM Ja OBO jecTe IOArPYIIa.

Haxkne, cse moarpyne ox Dy cy: {e}, {e,0}, {e,0p}, {e,00%}, {&,00%}, {&, 0%}, {&,0,0p% p*},
{5,UP7UP3,P2}, {8,p,p2,,03} u Dy O

Opapenurn cse moarpyne ox (Z,+, —, 0).

Pememwe. [Ipumernmo na 3a n > 0, nZ = {nz | * € Z} (ckyn mesux GpojeBa Je/bUBHX Ca 1)
jecte moarpyma o Z. (3a n = 0, To je TpuBujanna noarpyma {0}, 3a n = 1 To je neaa rpyna Z.)
Jokazahemo Ja He MOCTOJU HUjeIHA BUIIE TOATPYIIA.

Heka je H < Z. Ilpumerumo ma H NZT # (), ma m3abepuMo HajMarbu HO3UTHBAH IIPUPOJAH OpO]
n TakaB ga n € H. Tepaumo H = nZ. Kako n € H, jacuo je na nZ C H. Ca apyre cTpame, ako
r € H, 3anumumvo © = ng+7r, e 0 < r <n. Tagajer =x —nqg € H,jepx € H unqg € H.
MebhyTum Kako je n 6uo HajM,ambu MO3UTHBAH NPUpOJaH Opoj Koju mpunajga H, kako r € H u kKako
0 < r < n, 3akpyuyjemo ma je r = 0. Jlakiae, v = ng € nZ. O

Hokazaru ga je D,, < D,, akko m | n.

Pememe. [IpermocraBumo ma m | n, u Heka je n = km. Heka je A A, ... A, npaBuian n-toyrao,
quju je nenrap O. IIpumerumo na je Taga Ay Agp1 Aokt - - - Agn—1)k41 Ipasmtan m-royrao. O3naqumo
ca p porannjy oko O 3a 27/n, a ca o cumerpujy y onnocy ua A;0. Tama je p* poranuja 3a 2 /m, a o
je m cumerpuja youenor m-royria, na je D,, = {e, p¥, p?*, ..., p"VE o opF op, . opmTUE L <
{e,p,p? ....p" Y o,0p,0p% ...,0p" 1} =D,.

Ako je D,, < D, taga D,, caap:xku poranujy 3a 27/m, 1j. enement R TakaB ga R™ = ¢, u m je
HajMarbH IMO3UTUBAH HpUpPOoJaH Opoj Takas jga R™ = e. Kako je m > 2 u R € D, tajja R #e moxe
ouru cumerpuja y D, jep 6u Taga umanu R? = £, ma npema Tome je R poranuja u 'y D,,. Poramuje y
D, cy p*, 1 < k < n, u cBe oHe 3ag0BosbaBajy (p*)" = e. Bamumumo n = gm +r, 0 < r < m. Kaxko
je R = pF, 3a mexo k, tana je ¢ = (pF)" = R" = R = (R™)IR" = ¢R" = R, na Kako je m 6uo
HajMatbu [IO3UTHBAH IPUPOJan Opoj Takas ja R™ = e, 3ak/byuyjemo jga r =0, tj. n =qgm u m | n.!

OJ

lnkauaae Tpyme

ITukauuna rpyna  Kakemo jga je rpyna G IUKINYHA, aKO MOCTOju egemMeHT a € (G Takap jga je

G = (a).

Heka je G = (a). Jlokazaru 1a je G = {a™ | m € Z}. (Ilo nedununuju: a® = e, a™ = a"'a,
a "= (a")7!, 3a n > 1.) Cuenujajgno, IUKJIAYHA IPYIIa je HajBUIIe IPeOPOjUBA.

! Axo smamo JlarpamxoBy Teopemy, Tana D., < D, mosmauu |D,| | Dy, Tj. 2m | 2n, omrocro m | n.
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Pememwe. Osmaunmo ca H = {a™ | m € Z}. Kako a € G, 1o ounrnegno H C G.

Hoxkazxumo ja je H < G. e=a’ € H. 3a a™,a" € H umamo a™a"™ = a™™" € H. I 3a a™ € H,
(@)t =a"™ € H. dakne H < G. Kako a € H, 1o (a) < H, na umamo G = (a) < H < G, mro
nokazyje G = {a™ | m € Z}. O

Heka je G konagma rpyna pega n.

k:

1) Axo a € G, nmokazatu ja 3a HeKO k < n BaxKu a e.

k

2) Axo je k nosurusanm npuposan 6poj Takas qa af = e, Taga je (a) = {e,a,da?, ... a1}

)
3) Ako je G = (a), Tajia je n HajMabU NO3UTUBAH MPHUPOIHU GPOj TaKas na a" = e.
)

4) Ako je G = (a), Tana je G = {e,a,a? ..., a" 1}

Pememe.

1) Heka a € G. Tana je a,a? d®,...,a""" wexux n + 1 enemenara us G. Kaxo G uma n ejemenara,
TO 3aK/by4yjeMo Jia OHM HUCY CBU pas3jMunTH, na nocroje 1 < i < j < n+ 1 Taksu ja je a* = a’.
[Tocne ckpahusama ca a’, gobujamo a’~* = e. IIpumernte camo ja je 1 < j — i < n, omakie
TBpheme caean ako y3MeMo k = j — .

2) Bugenn cnvo ga je (a) = {a™ | m € Z}, ma je {e,a,a?,...,a* '} C (a).

Jokazxumo u obparHo. Heka je x € (a), Taga je x = a™, 3a Heko m € Z. Bamummmo m = kq + 7,
e 0 <r < k. Taga je z = a™ = a**" = (a¥)9a" = e%a" = ea” = a" € {e,a,d?,...,a"*"1}.

3) Heka je k majMamu nosuTuBan IpupojaH 6poj Takas Ja a® = e. IIpema mpBoM Jesy 3a1aTka

k < n. Jlokaxxumo 71a je k = n.

[Ipema apyrom geny 3afatka umamo G = (a) = {e,a,d?,...,a* 1}, na kako G uma n enemenara,

a CKyTI Ha JIeCHOj cTpaHu k eJleMeHaTa, u Kako je k < m, To 3aKkJbyuyjeMo Ja je k = n (u crenujaano
JIa Cy CBU €JIEMEHTH Y CKYIly HA JIeCHOj CTPAHM JeJHAKOCTH DA3JIUIUTH ).

4) OBo je nocaemuna apyror n tpeher gesa.

[lukngna rpyna je Abesosa.

Pememe. Heka je G = (a). U nweka z,y € G. Tana je x = a™, y = a", 3a Hegke m,n € Z, na je

xy =a™a" =™t =" = ¢"a™ = yu. O

JlokazaTu ja je MoArpymna NUKIAATHE TPyle, MTHKJINIHA.

Pememe. Heka je H < G = (a) u H # (e) (TpuBujagsa moarpyma je oqurienHo mukandua). Tamga
je HN{a" | n > 1} # (), ma n3abepnvo HajMamn MO3UTWBAH NpUpojaH 6poj k Takas ma a* € H.
Tepmumo ga je H = (a¥).

Kako a* € H, to (a*) < H. O6parno, ako z € H, Taga je x = a™, 3a HeKo m € Z. 3aluIIEMO
m =kq+r,tme 0 <r < k. Taga je a™ = a***" = (a¥)%", ogaxne je a” = (a*)~9a™, mro npunaja
H,jep u (a*)~? u ™ npunmajy H. Kaxo je k HajMambu mo3uTHBaH IpupojaH 6poj Takas fa a* € H,
1 Kako je r < k, To 3aKkibyuyjemo ma je r = 0, na je m = kq, opaknie, r = a™ = (a*)? € (a*). O

1) Jdokasatu na je cBaka KOHAYHO TeHEpUcaHa rpyma moarpyna o (Q, +, —, 0) mukinasHa.
2) Hokazatu na Q HUje MUKIAIHA.

14



Pememe. 1) Heka je S = {a1/b1,a3/bs, ... ,a,/b,}, tne a; € Z, a b; € NT. Jokaxkumo jaa je (S)
MUKJIHIHA.  Yoaumo b = biby...b, € NT. Ilpumernmo ga 3a csako i, a;/b; = a;(b/b;)/b u na je
a;(b/b;) € Z, na omarne 3aksmyuyjemo aa a;/b; € (1/b). Hakmre, S C (1/b), omakae u (S) < (1/b).
[Ipema Tome (S) je moArpyna NUKJIATHE, A je W caMa MUKIHIHA.

2) TIpernocraBumo cyuporuo ja je Q = (a/b), rne a € Z, b € NT. Ilpumerumo na raga a/b €
(1/b), omaxie je Q = (a/b) < (1/b) < Q, omakue je Q = (1/b). Kako je (1/b) = {m/b| m € Z}, To
je xouTpaaukuja, jep 1/2b € Q, anm 1/2b ¢ (1/b), jep 1/2 ¢ Z. O

Kowmenrtap Ilpumerumo na je (Z,+,—,0) = (1), 1j. Z je npumep GecKOHAUHe NUKJIWYHE TDYIIE.
Takobe, (Z,,, +n, —n,0) = (1), vae je n > 1, je mpuMep MUKJIUIHE TPyIe ca n eJeMeHata. ¥ ciegehiem
3a71aTKy heMo JokaszaTu na cy 10 Ha H30MOpdH3aM OHE U jeJWHe NUKIHYHE IPYIIe.

Heka je G = (a).

1) Ako je G 6eckonauna, taga G = Z.

2) Ako je |G| =n (rme n > 1), tana G = Z,,.

Pememe. 1) Cerumo ce na je G = {a™ | m € Z}. Yoummo upeciukasaie [ : Z — G maro
ca f(m) = a™. f je ouurmenno 100po gedbuHHCAHO HA OpeciaukaBmbe. Jlokaxkumo jma je 1-1. Axo
MIPTIIOCTABUMO CYIIPOTHO, Jla 3a HeKe m < n Baxkwn a™ = a”, Tama je a"~ ™ = e, ma je IpeMa HEKOM
on mperxoanux 3agataka G = (a) = {e,a,a?, ..., a" ™ 1}, WTO je y KOHTPAJUKIHU]H Ca THEHEHAIIOM
sa je G becKOHATHA.

Konauno, kaxo je f(m +n) = a™™" = a
kespern uzomopduszam uzmehy G u Z.

2) Cerumo ce na je G = {e,a,d?, ...,a"'}. Youumo npeciukasame f : Z, — G naro ca
f(k) = a®. f je ounraeano 706po nepUHICAHO Ha IIPeCHKABIbe. KaKo je Ha, I KaKO JOMEeH I KOJOMEeH
npec/JnKaBama UMajy 1o n eaeMenara, To je f m 1-1. Konadno, gokaxkumo jga je f xomopdusam.
Tpeba ma uposepumo ma je f(k +, 1) = f(k)f(l), 1j. a*™! = d*a! = ", Cermmo ce nma je
k+nl=rest(k+1n)=r tnejek+l=qgn+ru0<r<n. Tamgajead"™ =a?™" = (a")a" = a",
IITO je U TpedaIo JOKA3ATH. O

m N

a" = f(m)f(n), ro je f u xomomopduzam, na je f

Heka je G = (a) ngkan9IHa Tpyna ca n eaeMeHaTa.

1) a™ = e ako u caMo ako n | m;

)
2) ako je H < G u |H| =m, tana m | n;
)

3) ako je m | n, Taga moctoju jeauncTsena moarpyna H < G taksa ga |H| =

Pememe. 1) Axo n | m, tama je m = nk, na je a™ = (a")* = e* = e, mro goxazyje cvep <). 3a
JToKa3 =), sanuimuMo m = gn + r, rae 0 < r < n. Tana je e = a™ = (a")%" = a", a Kako je n
HAjMamU [MO3UTUBAH IPUPOJAH Opoj Takas fa a™ = e, 1o je r = 0, ma je m = qn, 1j. n | m

2) Mozkemo npernocrapuTu jaa je H merpusujaina noarpyna. Kaxo je G = {e, a,a? a1},
n3abepuMo HajMalbU HMO3WUTHBAH IPUPOIaH Opoj k: < n TakaB ga a® € H. Tepammo H = ().
Nuxnysuja D) je ounrienna. 3a C) younmo x = a' € H, u 3amummmo | = kq+r, 0 < r < k. Taza je
r = a' = (a¥)%", na kako r,a* € H, onarie u a” € H, omakne je r = 0, no uz6opy 6poja k. Ilpema
tome | = kq, onaxsie = a' = (a*)? € (a*).

Jaxne, H = (a*) u |H| = m, na mpema npsoM jiesy 3a7aTka (IPUMEHEHOM Ha MUK/IMIHY TPYTY
H) (a*)* = e ako u camo ako m | s. [lpumernnmo ja je (a*)" = (a™)* = ¥ = e, omaxme m | n.

3) Tlpernocrasumo m | n mu n = mk. Hajnpe hiemMo mokasaTn ersucreHIujy mOArpyie ca m

eqemenata. Heka je H = (a¥). Tspmumo |H| = m. Hajope younmo na cy e, a* a®*,... a™ 1k
k

)
PA3JINIUTH eJIeMeHTH ToArpytne H u mpuMeTnMo Ja ux uma m. Ako je x € H, tana je x = (a l, na
“(

axo 3armmremo | = mq +r, 0 < r < m, gobujamo x = (a*)! = (a*)™*" = (a km) (a®) = (a™)(a*)" =
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(™) € {e,a* a®, ... a™ ¥} omaxme sakmyuyjemo ma je H = {e,a* a®*,... o™V} 1j. H
3aMCTa jecTe MOAIrPYIIa ca m eJieMeHara.

Korauno mokasyjeMo jeamHcTBeHOCT. lIpermoctaBuMo fa je K moarpyma ca m egeMenaTta. Kako
je K muknnuna (kao moarpymna mukinune), To je K = (a'), 3a mexo [. Bamummmo | = gk + r,
0<r<k Tamajeml=qgkm+rm=qn+rmu0 <rm < km = n. Caga umamo a™ = e, jep je
K pena m, a ca japyre crpate a™ = (a™)%a™ = a"™. Opgasze je ™™ = e, na Kako je rm < n, 10 je
rm = 0, onaxne je r = 0. Jlakne, | = gk, na je a! = (a*)? € (a*) = H. Opnanne, K = (a!) < H, na
kako K n H umajy no m ejmenara, 3ak/byuyjemo ja je K = H. 0

Komentap Heka je n > 1. Jledunumemo dynknujy 7 : N* — N ca 7(n) = dodn L T T(n)
je 6poj memmwiana 6poja n. IIpema mpeTXOAHOM 3aJaTKy MUKJIAYHA TPYIA ca n eJeMeHaTa uma T(n)
MO/IFPYTIA.

Heka je G = (a) nukiudHa rpyia ca n ejieMeHara.
1) Ako (n,k) =1, Tana je G = (a*).
2) Axo je G = (a*), tama je (n, k) = 1.
Pememe. Cernmo ce ma je (n,k) =1 ako u camo ako mocroje p,q € Z taksu 1a pn + gk = 1.
1) Tpernocrasumo ga (n,k) = 1 u neka ¢y p,q € Z taksu jga pn + gk = 1. Taja je a = a' =
aP ek = (a™)P(a*)? = (a*)1 € (a¥). Onasne je G = (a) < (a*) < G, na je G = (a*).

2) Ako je G = (a*), Tana je a = (a*)?, omakse je a*9~! = e. Omasae n | kq — 1, ma mocroju p € Z
TakaB ga np = kq — 1, 1j. —pn + ¢k = 1, onakaxe je (k,n) = 1. O

Komenrap Hexka je n > 1. Jledbwunumemo Ojiepos ckyn @, = {k | 1 < k < n, (k,n) = 1}.
Ojneposa dynknuja je dyuxmmja ¢ : N +— NT nedunncana ca p(n) = |®,|. TIpema nperxogHom
3a/IaTKy NUKJIWYHA IPyTa ca n eJeMenara uMa p(n) resepartopa.

Ako je |G| = p, tae je p mpoct 6poj, Tana je G MEKINIHA.

Pememe. Heka je a € G, a # e. Ilpema Jlarpanxkosoj teopemu |(a)| | |G| = p. Kaxko je p npoct u
kako |(a)| > 1, 3aksmyuyjemo na |(a)| = p, na kako (a) < G n kako u (a) u G umajy p eaemenara, TO

G = (a) O
Pen enemenra
Pen enementa a € G jer(a) = |(a)|. Beh cmo Bugenn 1a je (a) = {a™ | m € Z} najsumuie npebpojus

ckyn. Ilpema tome r(a) € NT win r(a) = Xy. Taxofe cmo Bugenu, ako je r(a) € NT, tana je r(a)
HajMaibl [O3UTHBAH IPUPOIAH Opoj Takas aa je a’(@ = e.

a™ = e akko r(a) | m.

Pememe. =) [Ipernocrasumo ga a™ = e. 3amnmmmo m = r(a)g+ 7, 0 < r < r(a). Taga je
e =am = (a"")" = a", ma kaxo je r < r(a) u Kako je r(a) HajMaBU NOZUTHBAH MPUPOJAH GPO]
Takap ga @’ = e, sakmyayjemo ma je r = 0, Tj. m = r(a)q u 7(a) | m.

<) Axo 7(a) | m, Tama je m = r(a)q, ma je a™ = (a")? = el = e, O
Heka je |G| = n. Tana 3a ce a € G Baxu r(a) | n. Cuenujanno 3a cse a € G Baxku a” = e.

Pememe. [Ipumernmo ga no Jlarpamxosoj Teopemu umamo 7(a) = [(a)| | |[(G)| = n. O
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Heka a,b,g € G.

1) r(a™t) = r(a);
(g 'ag) = r(a);
r(ab) = r(ba);

4) axo je f: G — H xomomopduszam, tana r(f(a)) | r(a);

[\]

)
)
3)
)
)

5) ako je f: G — H uzomopdusam, tana r(f(a)) = r(a).

Pememe. 1) IIpernocrasuvo ma je r(a) € N*. Taza je (a7')"@ =g ta™'...a™! = (ga...a)"! =
r(a) r(a)
et =e. Hakne, r(a™t) | r(a). pema rome u r(a) = r((a')™Y) | r(a™); naxne, r(a) = r(a™t).

Axo je r(a) = Ry, Ta)la jemr(a™t) = RNy, jep 6 y cynmpoTHOM, HpeMa MIPETXOIHO TOKA3AHOM, OUIIO0
r(a) =r((a™)™") =r(a™") € N*.

2) [Ipernocrasumo 1a je r(a) € N*. Taza je (g tag)"@ = \g_lagg_lgg g tag=g 'aa...qg=

r(a) 7(a)

g leg = e. Haxne, (g tag) | 7(a). Tipema tome u r(a) = r(g9 tagg™) | r(¢g tag); nakne, r(a) =
r(g™"ag).

Axko je r(a) = Ny, taga je u r(g tag) = Ny, jep 61 y cyIpOTHOM, HpeMa IPeTXOIHO J0Ka3aHOM,
ouo r(a) = r(gg tagg™) = r(g tag) € N*.

3) Tpumerumo ga je ab = b~ (ba)b, na je r(ab) = r(ba) upema gemy 2).

4) Osze npernocTambamo ja je r(a) € NT. Taga je f(a)"® = f(a)f(a)... f(a) = flaa...a) =
r(a) r(a)

f(e) = e, omakae r(f(a)) | r(a).
5) Axko je f: G — H usomopdusam, 3aaM0 ja je Taga u [~ ' : H — G nzomopduszam.
IIpermocraumvo na je r(a) € NT. Ilpema 4) mvmamo ga r(f(a)) | 7(a). Ipema 4), npuMemeno Ha
1

S (f@)) [ r(f(a). Hakne, r(f(a)) =

xomomopduzam 1w enemenr f(a) € H, nmamo r(a) = r(

r(a).

Ako je r(a) = Ng, Taza je u r(f(a)) = Ny, jep 6u y cynpoTHOM, IpeMa MPETXOTHO JOKAZAHOM,
)

Guno r(a) = r(f~'(f(a))) = r(f(a)) € N*. N

I[Ipernocrasumo ja je G AGesiosa rpyna u a,b € G ejleMeHTH KOHAYHUX peloBa.

1) r(ab) | [r(a),r(D)];
2) axo je (a) N (b) = (e), rana je r(ab) = [r(a),r(b)];

)
3) ako je (r(a),r(b)) =1, rana je r(ab) = r(a)r(b).
Pememe. 1) [Ipumeruvo aa je (ab) (@) = glr(@)r@®)plr(@)r®)] = e = ¢, rne npsa jeamakocr Baxxn
300r KOMyTaTHBHOCTH, & aApyra jep r(a) | [r(a),r(b)] u r(b) | [r(a),r(D)]. ZLaKJIe r(ab) | [r(a),r(b)].
2) Ilpernocrasumo ga je (a)(|) = (]). [pema nperxomnom memy r(ab) | [r(a),r(b)]. Ca mpyre
crpane e = (ab)"(®) = ¢ (@®)pr(@d)  360r komyraTusocTn. Omasae je a’(@ = b= Kaxo nesa
cTpana oBe jeanakocTu npunaza (a), a jgecua (b), To youenn enement a”(® = b~"(®) ppunana (a) N
(b) = (e), onaxue je a™@® = b = ¢ Zaro r(a) | r(ab) u r(b) | r(ab), na u [r(a),r(b)] | r(ab).
3) Heka je (r(a),r(b)) = 1. IIpema Jlarpanzkosoj teopemu |{(a) N (b)| | [{(a)|, [(b)], Tj. |[{a) N (b)] |
r(a),r(b). Ipema rome |(a) N (b)| | (r(a),r(b)) = 1, na je |{a) N (b)| = 1, onakie je (a) N (by = (e).
[Tpema uperxocHom geny je r(ab) = [r(a),r(b)] = r(a)r(b), jep (r(a),r(b)) = 1. O

17



Y rpymn GLo(Q) younmo a = ( (1) _(1) ) ub= ( _(1) _1 ) Uspauynaru r(a), r(b) u
r(ab).

Pemwemwe. [Ipuvernmo ga je a? = < _é _(1) ), onakie je a* = < (1) (1) ) Hakine, a,a®> # E u
r(a) | 4, ma 3akmyayjemo r(a) = 4.
-1 -1 10
2 3 _ - _
Z[aneJeb—( ) 0>Hb—(0 1),O,ZLaKJIeJeT(b)—3.
11 . . . 1 n

ab = 01 ) Uunyknujom gokasyjemo ma je (ab)" = 0 1 ) @n > 1. Ban =1,
TBpheme ounrienHo Baxku. [IpernocraBumo ja je (ab)™ = (1) EL ), taga je (ab)"™! = (ab)"(ab) =
((1) 711) ((1) 1) = (é n—li—l ) Hakime, (ab)* # E, 3an > 1, na je r(ab) = N,. O
1) Ceu enementn, cem 0, y Z cy OeCKOHAYHOT Pejia.

)
2) okazatu ga (Qq,-,” ', 1) nuje mukmuuna, rae je Q = Q ~ {0}.

Pememe. 1) Heka je m € Z, m # 0. Kako He mocToju mo3uTuBaH npupojgaH 6poj n Takap jga je
nm = 0, o je r(m) = Ny.

2) Ilpuverure ma je r(—1) = 2. Ako 6u Qp Oura MuKANYIHA, Kako je GecKoHadHA, MOpasa 6u 6urn
n3omopdHua Z. Kako nzomopdusmu ayBajy pemaoBe, To OU 3HAYWJIO Ja y Z MOCTOjU eJeMeHT peja 2,
IMTO HUje TavHO mpema 1). Il

CumerpuvHa rpyna

Hexka je X nempasan ckym u Heka je Sy = {f | X % X}. Taza je Sy = (Sx,0,7},idx) rpyna kojy

30BEMO cumempuuna epyna ckyna X uau 2pyna nepmymayuje ckyna X . I'pymna Sy je jour o3nadasa
u ca Sym(X).

Axko je | X| =Y, rana je Sx = Sy.

Pememe. Kako je |X| = |Y], o mocroju 6ujexnuja ¢ : X — Y. Jledbunummmo npecankaBarmbe

¢« : Sx — Sy ca: 3a f € Sy, ¢.(f) = ¢foL. Jacuo je na ¢.(f) € Sy. Tepanmo jga je ¢,
n3omopduzam rpyna.

Axo je 6.(f) = ¢.(g). Tj. &f¢" = dgd L, tama je f = g, jep cy cpe dymxumje Sujexmuje, ma je
JI03BOJbEHO IbHOBO CKpahuBame U ca JieBe u ca jecHe crpane. Jlakie, ¢, je 1-1.

Ako je h € Sy, tama je ¢ 'he € Sx u ¢.(¢ " he) = ¢dp thog™! = h, na je ¢, ma.

Konauno, ¢.(fg) = 6fg6~" = 6f6 690" = 6.(f).(g), onarae je ¢, xomomopdusan. [

Kowmenrap Axo je | X| = n, Taga je mpema npeTXoaHoM 3a1aTKy Sx = Spi2. ), 12 je JOBOJGHO CBe
PaIUTH Y S{12,.n}, & Iy Kpalie o3Ha"aBaMo ca S,.

|S,.| = n!. Cnenujamno, 3a ce f € S, Baxku f™ = id.
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Pememe. Ogpenutu [S,| je 3anpaBo muTame KOJIMKO MMa mnepmyranuja ckyma {1,2,....n}. 1
MOZKEMO IIPECJUKATH y HEKH OJ 7 eJIeMeHATa, 1A OHIA 2 MOXKEMO HPECIUKATH Y HEeKH OJ IPEOCTAINX
n— 1, 3 y mexu ox npeoctamux n — 2, uta. Jdakie, 3aK/bydyjeMo 1a UMaMo 1! mepMyTanmja youeHor
CKyTIA. 0]

Axom < n, taja ce S,, Ha IpupoJal HauuH yrana y S,. Jdakie, MoxkeMo cmaTparu S, < S,,.

Pemewe. Heka je m < n. [ledunumumo npeciaukaBama i : S,, — S, ca: 3a f € S, u x €

{1,2,...,n}
flz) 1<z<m
r m<zx<n

i) = {

Jlako ce sunn na i(f) € S, u moKazyjemo na je i MoHOMOD(dH3aM.
Akoje i(f) =i(g). Tamajesal <x <m: f(z) =i(f)(x) =i(g9)(z) = g(x), onakie cieqn f = g,

ma je ¢ 1-1.
Hokazyjemo na je i(fg) = i(f)i(g). 3am <z < njei(fg)(x) =z =i(f)(z) =i(f)(i(g)(x)) =

) =
(i(f)i(g))(z). Ba 1l <z < m uajupe npumernmo 1a je 1 < g(x) < m, omakie je i(fg)(x) = (fg)(x)

Fg(@)) = i(f)(g(x)) = i(/)(i(g)(x)) = (@(f)i(g))(x). Hakne, i(fg) = i(f)i(g). s

12345 12345
Y S5 cy mare mepmyrarnmje fo: (31254> ug: (23514>. Uspauynarn fg, gf, f ' m
(fo)=

Pememe. Buaumo:

14 2 4 14 3 4% 5
2 % 3 L 9 2 L 18 9
3% 5 4 4 n 35 2% 3
4% 14 3 45 5 % 4
5 % 44 5 5 5 45 1

12435 52341 23154
12345
. O
(1 243 5>
Hucjynkrae nepmyranmuje Kazkemo sa cy uepmyraunuje f, g € Sx JAMCJyHKTHE aKo 3a ¢Bako T € X
Baxkm: f(r) =z uwm g(x) = x.

12345 12345 12345
onakmie je fg : ( ) ugf : < ) Takobe, jacHo je ma f~' : ( ) u (fg)™*

Axo ¢y f,g € Sx DUCjyHKTHe mepMmyTanuje, mokasatu fg = gf.

Pememe. Heka je 2 € X npoussospro. okazahemo na je fg(x) = gf(z). Kako cy f, g nucjyukre,
BaxKM jeJIaH O/ TPU CJIydaja:

1° f(z) = 2 m g(z) = 2. Tanaje fg(z) = f9(z)) = f(z) =z = g(z) = g(f(2)) = g (2).
)

2° f(x) =z mug(r) # z. Kako je g 1-1 u kako je g(x) # =, o je g(g9(x)) # g
mucjyaktaocta Mopa outn f(g(z)) = g(z). Taga je fg(x) = f(

, T1a, 300T MPETIOCTaABKe

() = g(f(z)) = g/ (2).

(f(x)) # f(x), ma 360r
r) = flg(x)) = f(x) =

(z
g(x)) =

(z

g

3° f(x) # x u g(zr) = z. Kaxo je f 1-1 u xaxo je f(z) # z, 1o je f
npermnocTaBke aucjyHkTHocTH Mopa 6utu g(f(z)) = f(x). Tmama je fg(

9(f(z)) = gf(z).
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0
Heka je f € S,, durcupana nepmyranuja. Ha ckyny [n] = {1,2,...,n} gedunumemo peranujy
~pca: an~ypbakko (k> 1) f¥(a) = 0.

~ je pejanuja eKBUBaJeHIUje Ha [n)].

Pememe. Cernmo ce ma je f* = id, nma je f™(a) = id(a) = a, onakne je a ~; a, mTo moKazyje
pediekcusroct. [Ipermocrasumo na je a ~; b. IlpermocraBmajyhn ma a # b MoxKeMO 3aK/bYyUUTH
na nocroju k < n! takae ga f*(a) = b. Mehyrum taza je f"*(b) = a, na je b ~; a, mro noxasyje
cumerpuunocT. Komauno, ako je a ~; b u b ~; ¢, tana je f*(a) = bu fi(b) = ¢, na je f*(a) = c,
OJlaKJIe Je a ~¢ C, Tj. BasKU TPAH3UTHBHOCT. ([l

IMukanuna mepMmyTranuja wiau nqukiayc [ € S, je NUKJIMTHA TePMYTAIlN]a WK MUKIYC aKO HAJBUIIE
jenHa ~y-Kjlaca eKBHBAJICHIM]a MMa BUIIE OJ1 JeJHOT eJIeMeHTA.

Ako cy cBe ~ Krace jegnounane, Taga je f = id. 3a id xaxkemo na je mpasaH MUKJIYC 1
03HAYABAMO T'a

Pememe. Heka je a € [n] nponssosban eaement. Ipumerumo na je a/ ~p= {f*(a) | k < 1}, 1ok je
ca JIpyre cTpane, mpema mpermocrtasi, a/ ~ ;= {a}. Crenujaano to 3naun 1a je f(a) = a, ma Kako
je a 6’10 MPOU3BOJbHO, 3aK/bydyjeMo Ja je f = id. 0

Heka cy f € S, u a € [n] npoussosbun. edunnmemo f, ca:

i nHa4e

fa(ff):{ f(ZE) an/ ~f

Tana je f, nUKJIMYIHA TEPMYTAIIH]a.

Pememe. [Ipnvernmo majupe na f, € S,,. 3ancra, Kako je K1aca a/ ~f 3aTBOPeHa 3a HEPMYTOBAE
ca f, To je f, nepmyTamuja Koja a/ ~ mepMyTyje Kao u f, 10K buKcupa cBe ocTase eIeMeHTe.

Hoxazyjemo 11a je f, MUK/IMYHA IlepMyTalnja, Tj. Ja pejaluja ~ f, IMa HajBUIIe jeJHy BHIIeUIaHy
kiaacy. [lo nepununuju f,, 3a cee v ¢ a/ ~¢ Baxku na je x/ ~5,= {r} jennowrana kaca. TBpaumo:
aKo T € a/ ~y, Taga je x/ ~yp = a/ ~y,, OnaKIe cIean Aa je a/ ~y, jequna (MOXKIA) BHNIETIAHA
kinaca. JoBospHO je ma gokaxemo a ~y, r. Kako je a ~¢ x, 10 mocroju k > 1 takas na f¥(a) = x.
NMuayxuujom no ¢ gokasyjemo aa f*(a) = fi(a). 3auncra, 3a i =1, f(a) = f.(a), jep a € a/ ~;. Axo
upernocrasumo ga f'(a) = fi(a), rana 3akmyayjemo na fi(a) € a/ ~p, nmaje f(a) = f(f'(a)) =
f(fi(a)) = fu(fi(a)) = fit1(a), mTo cMoO U Kejenun ja JOKaKeMO.

Hakane, f¥(a) = f¥(a) = r, na sancra paxu a ~;, z. O

Heka cy f € S, u a,b € [n] mpoussosbrn. Tana cy nukandne nepmyraruje f, u f, win
jeanake (ako a ~y b) mam aucjynkrHe (ako a o5 b).

Pememe. Axo a ~; b, Taga je a/ ~y=b/ ~y, onakie je jacHo na f, = fp.
Ako a s b, Tana a/ ~y Nb/ ~;= 0. Tana 3a cBe © € [n] Baxu: = ¢ a/ ~; wmm © ¢ b/ ~y,
onakie ciequ fo(x) = x wim fy(x) = x. IIpema Tome, f, u f, cy qucjyHKTHE. O

123456789

-55. Heka je f = € Syg. Kommko kimaca uma ~;, u 3a CBaKy KJIacy 3allicaru
je / (458792136) 9 & ¥ Racy
oJiroBapajyhy HMUKANYHY HEPMYyTalujy.
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Pemteme. KaKolri>4li>7li>1,2ri>5ri>9ri>6li>2ﬂ3ri>8li>3,TOHMaMOTpI/INfKJIace:
1/ ~p={1,4,7}, 2/ ~y={2,5,9,6} u 3/ ~y= {3,8}. Oxrosapajyhe muknuane mepmyTammje cy:

;= 123456789 5 = 123456789 f = 123456789
17 \423756189)° 27 \153492786)’ * 7 \128456739)"

O

Komenrap Axo je f # || nukaudHa nepMyTanuja, ako je a/ ~¢ oaropapajyhia jequna pumediana
KJIaca, U ako je k HajMamu IIO3MTUBAH HpUpoJaH 0poj Takas ga f¥(a) = a, omma ce mukiayc f
sanmcyje ca: |a, f(a), f2(a),..., fF"(a ﬂ YV uperxoanom 3anarky fi = |[1,4,7], f» = [2,5,9,6],
f3 = [3,8]. Ilpuvernte axo je a ~; b u f'(a) = b, Tana je k u HAjMAE NO3UTHBAH IPUPOAAH GDO]
rakan ja je f*(b) = b (HPOBGPHTH') la, f(a), (), ..., f*Ha)] = [b, f(b), f2(D),.... f* ()] =
L fi(a), f*Y(a), f2(a),. .., fitk"1(a)]. V nperxommom samarky fi = [1,4,7] = [4,7,1] = [7,1,4],
fo=12,5,9,6] = 15,9,6,2] = |9,6,2,5] = [6,2,5,9], f3 = 3,8] = [8,3].

Hexka je f € S,, mpou3Bo/bHA MEpMyTAIMja, U HEKA CY A1, dg, . . ., Ax € [N] NPEACTABHUI CBUX
~-kaaca eksuBastennuje. Taxa je f = f, fo, ... far-

Pememe. J[lokazahemo ga je 3a cse x € [n]: f(z) = fo, fay - - - fa,(x). Hexa je x € [n] npoussospuo
u y3MuMO = € a;/ ~y (upuMeTnTe na CBako T € [n| mpmmaza TavHO jeaHOj ~p-Kiaacu). Tamga je
f(@) = fo,(x), fo,(x) = x 3a j # 4, u KaKo f,, KOMyTHpa ca CBUM f,, 3a j # i, jep cy nuc-
jyakrhe, uMaMo: fo, fay -+ fa, (¥) = faifar - far i Javir - Ja (@) = faifar - faro i fair - fan i () =

Jaifar - fasi farir - - Jarn(T) = ... = fo,(x), TO cMO Keen J1a JOKAZKeMO. O

IMukiaycHa aekommosunuja JlekoMnosunyja nepmyTanuje [ y Npou3BO/ AUCjYHKTHUAX MUKIYCA U3
MPETXOTHOT 33J]aTKa Ce 30Be MUKIYCHA JTeKOMITO3HIIH]a.

1) Jokazaru jga je |ay,as, ..., a5 1,ax| " = |ag, ap_1,-..,a2,a1]-

2) Jokazatu ja je flai,as, ... ap_1,ap| 7= | f(a1), faz), ..., flar_1), f(ax)].

Pememe. 1) Oznaunno f = |aj,az,...,a5_1,a5| ¥ g = |ag, 1, ...,a2,a1|. Heka je x € [n]. Axo
r ¢ {a,as,...a.}, ranaje f(x) =x,nan f(zr) =2, ug(r) =2 Axojex =a; 3al <i <k, tana
je fla;_1) = a;, ma je f~'(a;) = a;_1, u g(a;) = a;_,. Komauno axo je x = ay, tana je f(ax) = ay, na
je [N a1) = ag, u g(a1) = ay.

2) Osnaummo g = [al,ag, . ,ak_l,aﬂ uh = |flar), flas),..., flar_1), f(ax)]. Heka x
[n]. Axo z ¢ {f(ar),..., flax)}, Tana f7'(z) ¢ {a1,...,ax}, maje fgf~'(z) = flg(f'(2)))
F(F (@) = 2w h(z) = =, Axoje x = flag), 1 < i < k, 1ana je fgf~'(x) = fof '(f (a:)) =
fola) = flass). nhiz) = (f(a)) = f(arn). Konawo axo je & = f(ar), m jo foi ' (@)
faf 7 (f(ax)) = fg(ar) = f(ar), m h(x) = h(f(ar)) = f(ar).

I m

I

1) Pen rmukamgHe nepMmyTaluje je jelHak weHoj ayxKuuu: r(|ag, a,...,ax_1]) = k.
2) Ako cy nepmyranuje f u g nucjyukrue, raga je r(fg) = H3C(r(f),r(g)).
)

3) Axo je f = fifo... fr TIUKINYHA JEKOMIO3HIHja HepMyTanuje f, Taja je

r(f) =H3C(r(f1), r(f2), - r(fi)-
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Pememe. 1) Osnaunmo ca f = |ag,aq,...,a,1]. VHgyKoujom mo i > 1 JgaKo ce MO¥Ke JTOKA3aTh
1a je f(a;) = ivj mod k- OJaBie 3ak/byuyjeMo ja je k HajMarbu HO3UTUBAH IPUPOJAH OPOj TAKAB
na f& =], omaxme je r(f) = k.

2) Osmaunmo r(f) = k, r(g) = [. 360r AUCjyHKTHOCTH je (fg)kl = f[kl]g[k” = |11 = |1,
jep k,1 | [k,1]. Hakae, r(fg) | [k,1]. Ca apyre crpaune |] = (fg)"V9 = fr9grf9 onakne je
19 = g=(f9) Tepaumo naje f9) = |]. Hexax € [n]. Axo f( )=z, ranajeu f" fg (x) = z. Axo
je f(z) # z, rana je g(x) = x (360r aucjynkrnoctn), na je g9 (z) = z, n kako je fr/9) = g9,
10 je frU09(z) = 2. Hakne, || = /9 = g9 onaxne k, 1| r(fg), mau [k, | r(fg).

3) Cnequ u3 1) u 2). O

Koju ce mpupofnu OpojeBH jaB/bajy Kao pefoBu edeMeHara y rpymm Sg? Jlatm mpumep
eJeMEHTa MAKCHMATHOT Pejia.

Pememe. CBaka f € Sg mMa IMUKIYCHY JEKOMIO3UIHU]y. [IpeMa mpeTxomaHoM 3aJaTKy Pel 3aBUCH
caMo OJ Jy’KWHA IMUKJIYCA Y IUKJIYCHO] JEKOMIIO3UIUjH, 11a je JIOBOJHHO OMHUCATH Koje cy moryhe
JIyKUHEe MUKJIyCa y MAKIYCHO] TeKOMITO3UIIH]H.

Caaku esieMenT u3 [8] Huje DUKCHPAH ca HAJBUIIIE je THUM MUKJIYCOM U3 IUKJIYCHE JIEKOMIIO3UIIH]e,
OJIaKJIe 3aK/bydyjeMo Ja je 30Hp JIyKMHA [MUKIyCca Y HUKJIYCHO] JeKOMIO3UIUjU Hajpuime 8 (ako
MOCMATPaMO U IUKJIyce AyKWHe 1, MOYKeMO Ja MPeTIOCTaBUMO Y 30UpPY Ay KUHEe MUKJIyca JIajy TAYHO

8). CBu HAUYMHE Ja 8 3aMUIIEMO Kao 30Up MO3UTUBHUX MPUPOJHUX OpojeBa cy: 8 =T+ 1=6+2 =
64+14+1=5+3=5+241=5+1+1+1=444=44+3+1=4+242=4+2+1+1=
3+3+2=34+34+14+1=3+24241=34+2+1+14+1=34+1+1+1+1+1=24+24+2+2=
242424141 =2424+14+14+14+1=24+14+14+14+1+14+1=14+14+14+1+1+1+1+4+1. H3CoBu
cabupaka M3 mMpeTxoaHux 36mposa cy peaom: 8,7,6,6,15,10,5,4,12,4,4,6,3,6,6,3,2,2,2,2, 1, mrto
cy yjeano u cse moryhunoctu 3a pen uekor enementa y Sg. Hajsehu moryhu pen je 15, koju jobujamo
aKo je f y MUKJIYCHO] JeKOMITO3UIINjU MTPOU3BO jeTHOT H-TIKJIa U je/THOT 3-TIWKJa, HIp. aKo je [ =
11,2,3,4,5]16,7,8]. 0

spadyHaTn peoBe eJ1eMeHaTa, ... Y IPYIH ...

Pememe. O

1) Jokazartu na je |ay,aq, ... a5 = a1, a,...,a;]|a;, aiv1, .., ax]-

2) Jokazaru ga je |ajas, ..., ax| = a1, az||az, as]|as,aq] ... |ak—1, ar].

3) Axo je Ty = {|a,b] | a,b € [n], a < b}, nokazaru 1a je S, = (Ty).

Pememe. 1) Heka x € [n]. Axo = ¢ {ay,...,a;}, Taga ounrienno obe crpaHe jeqHAKOCTH (HUK-
cupajy . Ako z = a;, 1 < j < i, Tajga JeBa CTpaHa jeJHAKOCTH CIUKA T Y Gji1, & Takohe
lar, ag, ..., a; ]| @i, Giya, . .. ag|(aj) = |a1,ag,...,a;|(a;) = aj41. Ako © = a;, 1 < j < k, Taga jeBa
CTpaHa jeJHAKOCTH CJINKA T Y Gj41, & TaKODe a1, ag, ..., 4;][Qiy Qit1, - - ., ax|(a;) = a1, a9, ..., a;](aj11) =

aji1, jep j +1 > 4. Konauno, ako * = aj, Taja JeBa cTpaHa jeIHAKOCTH CJIHKa T Y a1, a Takohe
lay,as, ..., a;||ai, aig1, ... ax ] (ar) = |ar, a9, ..., a;|(a;) = ag.

2) cstenu BUIIECTPYKOM MpHUMeHOM 1).

3) Ipumernmo na je |a,b] = |b,a]. Kako ce cBaka mepmyTaiija MoOKe 3aIICATH KAO IPOU3BOJL
JUCjYHKTHUX [UKJIYCa, KAKO ce IpemMa 2) CBaKU IMUKJIYC MOKe 3alHCcaTy Kao MTPOU3BOJL TPAHCIOZUIIN]A,
TO Ce U CBaKa MepMyTallja MOZKe 3alliIcaTh Kao IPOU3BO, TpaHcno3unuja. Kama mpumerumo u 1a je

la,b] = |b,a], To nobujanmo (Tp) = S,,. O
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1) Heka je f = ts npoussoj nse tpancnosuinuje u s(a) # a. Taga je wau f = || wam je f = t's
IpPOU3BOJI JiBe TpaHcno3uimje Takse na t'(a) # a u s(a) = a.

2) Hexka je || = tyta, ...ty npoussox Tpancnosunuja. Tajga ce || MoKe 3amucaTu U Kao MPOU3BO/
k — 2 Tpancno3uiyje.

3) Hexka je || = tity,. ..t nupoussog Tpancnosunuja. Tama je k mapan 6poj.

4) Heka je f = tity...tp = $182...8, 3anmMcaHa Kao JBa MPOU3BojJa TpaHcnosunmja. Tana je k = |
mod 2.

Pememe. 1) Heka je s = |a,b] u Heka je t = |¢,d|. mamo weTupn ciydaja:
1° {a,b} = {c,d}. Tanaje f =ts = |a,b]|a,b] =[]

2° {a,b} N {c,d} = {a}, unp. ¢ = a. Tana je f = ts = |a,d]|a,b] = |d,a]la,b] = |d,a,b] =
la,b,d| = |a,b]|b,d]; yamumo t' = |a,b] u s’ = |b,d].

3° {a,b} N {c,d} = {b}, unp. ¢ = b. Tana je f = ts = |b,d||a,b] = |d,b]|b,a] = |d,b,a] =
la,d,b] = |a,d]|d,b]; yamumo t' = |a,d] u s’ = |d, b].

4° {a,b} N {c,d} = 0. Tana je, 36or aucjyukruocru, f = ts = |¢,d||a,b] = |a,b]|c,d]; y3mumo
t'=|a,b] u s’ = |c,d].

2) IlpernocraBumo aa je | | = tits . . .t TPON3BOJ TPAHCIO3UIMjA 1 14 je ty = |a,b], 1j. tx(a) # a.
Jacuo je ma je k > 1, jep || uuje jemnaka rpancnosuruju. [IpermocraBumo cympoTHo na ce || He
MOKe 3alUCATH Kao IIPOU3BOJL k — 2 TPAHCIO3UIIL]e.

Tepherve. 3acpei, 0 <i < k—1, |] ce MoxKe 3amucaTu Kao MPOU3BoJ k TPAHCIIO3UIA]A 1S3 - . - Sk
TaKBUX Ja S,_;(a) # a u s;(a) = a, 38 j > k — .

Joxas. Jloka3 m3BOAMMO HMHAYKIHjoOM 10 ¢. 3a ¢ = (O TBpheme caeam mpemMa IoJa3HO] IpeT-
nocrasuu. IlpermocraBumo na je || = $152... 8k, Tako ga si_(a) # a u s;(a) = a, 3a j > k — .
Hokazxumo 1a TBpheme Baxku 3a @ + 1. YOUuMO Sk_;_1Sk—i. Sk—i—1Sk—i 7 ||, jep OM y CympoTHOM
|| = $1...Sk—i—2Sk—it1-..Sk Onna 3anucana Kao npousBos k — 2 Tpancmosunuje. [Ipema ey 1),
MOZKeMO n3abpaTh Sj_, | U Sj_; TAKBE 1 S)_,; 1Sy_; = Sk—i—15k—i; Sk_;i_1(a) # a u sp_;(a) = a. Cazxa
je ]l =51 Sk—i—1Sk—i---Sk = S1..-Sk_j_15k_; - - - Sk, OJAKJIE CJETH JOKA3 HHAYKIH]CcKOr Kopaka. M

Ilpema TBphemy, 3a ¢ = k — 1, umamo 1a je || = s182...5k, tae si(a) # a u sj(a) = a, 3a
7 > 1. Tama nepMyTanuja Ha JIeBOj cTpaHu (pUKCHpa a, a HepMyTalluja Ha JIeCHOj He dpHKCHPa, HITO
jeé KOHTPaIuKIIHja.

3) IperuocraBumo ja mMoxkemo 3ammcaru || kao upoussox k rpancuosunuja. Taga upe 2) je
MOZKEMO 3alMCATH W Kao MPOU3BOJ k — 2 TPAHCIIO3UIKje, 1A HOHOBO IpeMa 2) 1 Kao mpousBox k — 4
TpaHCIo3unuje, uTa. Ako je k Hemapas, 1o6ujamo 1a je || jeaHax TpaHcnosunuju, mro zHuje Morylhe.
[Tpema Tome k je mapHO.

4) Heka je f = tity.. .ty = S1S9...s; 3aIUCAH HA JIBA HAYWHA KA0 MTPOU3BO/] TpaHCcTo3unuja. Tasa
je |1 =fft=tita.. . tp(s152...8) L =tity. . sy . sy STt = tity .. kS ... SpS] 3allMcaHa Kao
npousBoj, k + [ TpaHcmosuimja, na je npema 3) k + [ mapuo, ogakie je k =1 mod 2. O

ITapuocT nepmyranuje AKO je Mpou3BO/bHA IepMmyTanuja f = tyto ...t 3ammcaHa Kao IPOU3BOL
TpaHCIO3UIMja, Taja JAedbUHUIIEMO HeHy naprocm aa 6yae 6poj p(f) = (—1)F. Ilpema mperxos-
HOM 3aJIaTKy, TapHOCT je 7106po nedbunucano npecankasamwe p @ S, — {—1,1}. 3a mepmyramuje

mapHOCTH 1 KaxkeMo Ja Cy napHe, a 3a MepMyTallfje MapHOCTH —1 KaxKeMo Ja Cy HenapHe.
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1) p(fg) = p(f)p(9)

2) p(f7") = p(f)

3) p(gfg™") =p(f)

1) p(lay, a, ..., a;)) = (—1)F1

5) Ako je f = fifs... fr IEKTycHA JeKoMIO3UTHja, Tajda je p(f) = (—1)"+r(f2)+dr(fi)=k

Pememe. Hexa cy [ = tity
Tpancnosunuja. Tazna je p( )
(titg.. . tp) L=ttty =

Sl Mg = $18y...8 3amucH mepMmyTanuja f W g Kao MPOU3BOIN
= (— 1 p(g) = (—l)l. Kako je fg = tity.. . lps18y...5 1 f71 =
b taty, o je p(fg) = (1) = (=1)(=1)" = p(S)p(g) np(f ) =

(=1 =p(f).
Hame je p(gfg™") = p(g)p(f)p(9™") = p(g)p(f)p(9) = p()(p(9))* = p(f), jep je (p(g))* = 1.
p(lay,as, ... ax]) = (=1 cieqm w3 |ay, ao, ..., ax] = |a1,a2]|az, as] ... |ap_1,ax].
Konauno, 5) cienn u3 1) u 4). O

N3pauynaTu mapHoCcTu nepMyTaruja ... y Ipynu ...

Pememe. [l

Anrepumpajyha rpynma Heka je A, = {f € S, | p(f) = 1} ckyn cBux mapHux mepMyTaIuja.
Hokazahemo na je A, noarpyua ox S,, Kojy 30BeMO asmeprupajyhia epyna.

Pememe. IIpema IperxojHoM 3a1aTKy, ako f,g € A,, 1j. ako p(f) = p(g) = 1, tana je p(fg~') =
p(Nplg™") = p(F)plg) = 1, omaxae fgi € Ay, mro goKasyje aa je Ay < S, 3a f € Ay g € S,
nvamo j1a p(gfg~') = p(f) = 1, Takohe npema IPeTXOIHOM 331aTKy, na gfg '+ € A,, mTo A0Ka3yje
maje A, <S,.

Uszabepumo f ¢ A, (takso f mocroju — mup. 6miao koja Tpancrnosunuja). Tama je p(f) = —1.
Hokazahemo na je S, = A, U fA,, onakie ciaean jga A, nma asa kocera, 1j. |S, : A,| = 2. Kaxo
cy cBe mepMmyTanmje u3 A, mapHe, W Kako je f HemapHa, TO CIeIN J1a Cy CBe MepMyTalllje n3 CKyIla
fA,, memapre. IIpema Ttome A, N fA, = ), ma ocraje ma mokaxkemo na je S, = A, U fA,. Heka je
g € S, npomsso/bHO. AKO je ¢ mapHa, Tajga g € A,. Axo je g mHenapHa, xako je g = ff 'g, u Kaxo
p(f'g) =p(fH)plg) = p(f)p(9) = (=1) - (=1) =1, 10 f~'g € Ay, ma g € fA,.

Kaxo je 2 =|S,, : A,| = |Sul/|AL| = n!/|A,|, omakie je |A,| = n!/2. O

Hexka je HepMyTaHI/IJa f € A, taksa na je r(f) = 2. [lokaszaTu jaa IOCTOjU TIEpMyTaldja
g €S, TakBa 1a ¢g° = f.
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Pememe. Youumo Hajupe cieaehe: |a,b,c,d]? = |a,b,c,d]|a,b,c,d] = |a,c||b,d].

[IperioctaBuMo 14 je f € A, U 3a0UMIIMO MHUKJIYCHY AekoMro3unujy f = fifa... fr. Kako je 2 =
r(f) =H3C(r(f1),7(f2),-..,7(fr)), omakie 3ak/byayjemo na 3a cBe i Baxu r(f;) = 2, 1j. f; cy Tpamc-
nosumuje. Kako je f mapua, to je k mapno. Haxme, f = |ay, b1||c1,di]|asz, bo]|ca,do] ... |a, bi]|c, di| =
lay, c1, by, di]?ag, €2, b2, d2 17 . .. |a, ¢, 01, di|? = (lax, e, b1, di ] ag, €2, b2, d2] - .. Lag, ¢, by, di])?, 360r
mucjyakronoct. Caja yamumo g = |ag, ¢1, by, dy]|as, c2,be,dso]| ... |ag, ¢, by, dp]. O

Osnaunumo ca Ty = {[a,b] | a,b € [n], a < b}; 3namo S, = (Tp).
1) Hoxkasaru ma S, = (1), tae je Ty = {|i,i+ 1] | 1 <i < n}.

2) Hokasaru ga S, = (Ty), tme je To = {|1,i] | 1 <i < n}.

3) Hokazaru na S, = (1), rme ce T3 = {[1,2],[1,2,3,...,n]}.

4) Hokazaru na S, = (Ty), tme ce Ty = {[1,2],(2,3,4,...,n]}.

Pememe. 1) Heka je |a,b] € Ty u a < b; uweka je b = a+ k. Axo je k = 1, tana je |a,b] =
la,a+ 1] € T1. Axo je k > 1 Taga nmamo:

la,b] = |a,a+ k]
= |a,a+k]|la,a+1,a+2,...,a+kl|la,a+1,a+2,...,a+k]!
= |a,a+k||la+k,a,a+1,a+2,...;a+k—1]la+k,a+k—1,a+k—2,... a]
= |a,a+k||la+k,alla,a+1||la+1,a+2]...la+k—2,a+k—1]
la+ka+k—1]la+k—1,a+k—2]...la+1,a]
= |la,a+1lla+1l,a+2]...la+k—2,a+Fk—1]
la+k—1a+k|la+k—2,a+k—1]...|la,a+ 1] € (T})

Hokazamu cmo ga Ty C (T7), onakne S, = (Ty) < (T1), ma je S, = (T1).

2) Heka je |i,i+ 1] € T, 1 < i <n. Ako je i = 1, tana je |i,i+ 1| = |[1,2] € To. Axo je
i > 1 raga umamo: |i,i+ 1] = [1,4][1,7 + 1]|1,4] € (Tz). Hokazamu cmo ma Ty C (Ty), omakie
Sn = <T1> S <T2>, IIa je Sn = <T2>

3) Heka je [i,i+ 1] € Ty, 1 < i < n. Ako jei = 1, tama je |i,i+ 1] = [1,2] € T5. Axko je
i > 1 Tama umamo: |i,i+1] = [1,2,3,...,n]"!1,2]]1,2,3,...,n]" 0D € (T3). Jdokasamu cmo 1a
Ty C (T3), omaxae S, = (Th) < (T3), ma je S, = (T3).

4) TIpumerumo camo ga je [1,2,3,...,n] = [1,2](2,3,...,n] € (Ty). Haxae, T3 C (Ty), oxaxie
Sn = <T3> S <T4>, IIa je Sn = <T4> O

3a n > 3 mokasaru:

1) A, = (Sp), tme je Sop = {|a,b,c] | a,b,c € [n], a < b < c};
2) A, = (S1), tme je Sy ={|1,2,i] | 2 <i<n}

Pememe. 1) Hajope hiemo gokaszaru jia ce cBaka mepmyrtainuja f € A, MOXKe 3aliCaTH Ka0 TPOU3BO/
3-mukoBa. Heka je f = t181taSy . .. {18, TPOU3BOJ TPAHCIIO3UIKja (IAPHO MHOTO BHX, jep f € A,).
[TocmaTpajmo mapose t;s;, 3a mpousBo/bHO . Hexka je t; = |a,b] u s; = [c,d|. Axo je {a,b} =
{c,d}, rana t;s; = |] je upazan mukiayc. Ako je [{a,b} N{c,d}| = 1, uup. a = ¢, rana t;s; =
la,b]|a,d] = |b,alla,d] = |b,a,d] je 3-muxn. Konauno ako je {a,b} N {c,d} = 0, rana t;s; =
la,b]|c,d] = |a,b]|b,c]|b,c||c,d] = |a,b,c]|b,c,d] mpousson apa 3-umkna. Kana y 3amucy f kao
MIPOU3BOJI, TPAHCIIO3UIU]ja O/iroBapajyhe mapose TpaHCIO3MIIM]a 3aMEHIMO 3-TUKJIOBHMA JO0UjaMo J1a
je f npousBoj 3-1UKI0BA.

Heka cy a,b, ¢ pasnmuantu eneMenTd. [IUKJIXIHAM moMepareM THKIyca |a,b, ] MoxkeMo mper-
MOCTABUTH Ja je a HajMamu Mely muMa. Ako je b < ¢, tama je |a,b,c] € Sy. Axko je b > ¢, Tana
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je la,b,c]™! = |e,b,a] = |a,¢,b] € Sp. Jakye cBaku 3-IMKJI WM NpHIaga Sy WK FEroB WHBEP3
npunaia Sy, IMTO 3aBpIIaBa JI0Ka3 TBphema.

2) Hokazaau ¢MO Jia ce CBaKa TMepMyTaldja MOYKe MPEICTABATH KAO IPOU3BOJ, TPAHCIO3UIIL]A
obimmka [1,i], 32 2 < i < n. Axo f € A,, Taza y TaKBOM TpeJcTaBbamy f WMa TAPHO MHOTO
Tpancunosunyja, tj. f = |1, aﬂ |1, 01| 1, az]|1,b2] ... [1,ak] |1, br]. Tlocmarpajmo [1,a;][1,b;]. Ako
je a; = b, Tana je [1,a;[|1,b;] = []. Axo je a; # b = 2, rana je [1,a;][1,0;] = [1,a;][1,2] =
la;, 1]]1,2] = |a; 1, 2} = Ll 2,a;]. Axo je b; # a; = 2, Tama je |1,a;]|1,b;] = [1,2]]|1,b;] =
12,1711, b} 12,1,b;] = Ll,bl,ﬂ 11,2,0;]7% Ako je a; # bi, a;, by > 2, Tana je |1,a;]|1,b;] =
| 1,a;]]1,2][1,2][1,0:] = [1,2,a:][1,0:,2 = |1,2,a,]|1,2,b;] 7 . Ilocie 3amene y3acTonHuX Haposa,
JI006mjamMo JIoKa3 TBpherba. 0

Ba n > 5 gokaszaru na je A, = (S3), rme je S = {|a,b]|c,d] | a,b,c € [n], {a,b} N{c,d} =
0,a <b, c<d}. (Enemenre ckynma Sy 30BeMO JyILIe TPAHCIO3HIIH]E. )

Pememe. Heka je |a,b, c| nponsospan 3-nukia. Kako je n > 5, moxkemo nzabparu d, e ¢ {a,b, c}.
Tana je |a,b,c] = |a,b]|b,c] = |a,b]|d,e]|d, e]||b,c]. [Ipumerumo na |a,bl|d, e, |d, e]|b,c] € S,
na |a,b,c] € (Sy). Hakie, Sy € (S2), na A, = (Sp) < (Sa), omakie A, = (Ss). O

Hopwmannae moarpyne m KOJIMWYHUYKE TPyTIe

Vuyrpammu ayromopdbuszam 3a a € G, medunuiemo npecankasame o, : G — G ca o,(z) =
a lza. o, je ayromopduzam rpyne G, Koju 30BeMo yHyTpammbu ayroMopduzam rpyne G. CKyIr cBux

yHyTpanmux ayromopduszama oznadasamo ca Inn(G) = {0, | a € G}.

Hopmanna moarpyna lloarpyna H < G je mopmasna, y o3namu H < (G, ako je MHBapHjaHTHA Y
0JIHOCY Ha CBe yHyTpallibe ayroMopdusme, 1j. 3a cse a € G paxu 0,(H) = H, uin aHa ' = H.

Heka je H < G. Crenelin uckasy cy eKBUBAJICHTHH:

1) H«

)
2) 3a cBe a € G Baxku aHa ' C H;
)

3) 3acBea € Gucsehe H Baxu aha ! € H.

Pememe. 1) = 2) u 2) = 3) je tpusujanno. lokaxumo 3) = 1). IlpermocraBumo ja Baxu 3)
1 JoKaKnIMo ga 3a cBe a € G Baxu aHa ' = H. Heka je v € aHa™', 1j. * = aha™', 3a mexo
h € H. Tana je x € H npema 3), mro gokazyje aHa™' C H. Heka caga x € H. Tana, upema 3),
alra = a 'w(a™))™t € H, 1j. a)"'wa = h, 3a nexo h € H. ame je v = aha™ € aHa™', mro

nokasyje H C aHa™!. O
Heka je H < G ungexca 2. Jloxazaru 1a je H < G.

Pememe. Ilpema Jlarpam:xosoj Teopemu H umma camo jBa JjieBa kocera: H u aH, 3a dujio Koje
a ¢ H, kao n camo aBa Jecua kocera: H u Ha, 3a 6uino koje a ¢ H. Kana rox a ¢ H, umamo 1a je
G=HUaH =H U Ha.

Heka je a € G npoussosbno. Ako a € H, taga je a *Ha C H, jep je H noarpyna. Axo a ¢ H,
taga je G = HUaH = HU Ha, na je H~ H = aH = Ha, ogakie je a”'Ha = H, mTo 3aBpiiaba
JI0Ka3 ja je H mHopMmaJHa. O
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1) Heka je K < H < G. Ako je K <G, taja je K < H.

2) Haru npumep rpyne G u noarpyna H u K taksux ga K < H <G, amu K AG.

Pememe. 1) Hekacyh € H, k € K upoussosbuu. JToBosbHO je jokazatu ga hkh™' € K. MeljyTuwm,
kako h € G n kako K <G, TO TPpUBMjaIHO BaKH.

2) Heka je G = Dy. Younmo K = {e,0} u H = {g,0,p% 0p?}. Tana je K < H < G u pume: K
je magekca npay H u H je mngekca nay G, na je K <H <G. Kaxo je p~lop = p~1pdc = p?c ¢ K,
to K AG. 0

Heka cy H, K < G.

1) Ako je H< G nwmn K <G, tana je HK < G.
2) Akocy H, K <G, rana je HK < G.

Pememe. Ilpernocrasumo unp. ga je H < G. Tana je HK = e Hk = Upex kH = KH,
rje cpejma jeaHakoct ciaean 30or mopmasanoctu H. Cama mmamo HKHK = HHKK = HK n
(HK)"' =K 'H'=KH = HK, onakae ciequ HK < G.

Ako H, K <G, tana 3a cBe g € G mmamo gHK = HgK = HK g, ojakje npBa jeHAKOCT BaxKu
300or HOpMaJsiHOCTH H, a npyra 30or HopMmasHocT K, na je HK <1 G. 0

Heka je H < G. Jlokasatu ma je aHbH = abH wu (aH)™' = a™'H. Axo je aH = cH u
bH = dH, tana je abH = cdH n a™'H = ¢ ' H.

Pememe. Kako je b"'Hb = H, To je bH = Hb, na umamo aH bH = aH Hb. Kako je H H = H, jep
je H noarpyna, to je aH bH = aHb, na Kajga nmonoso npuMmeruMmo Hb = bH, nodbujamo aH bH = abH.
Cmnuno, (aH)™' = H'a™! = Ha™', jep je H noarpyna, a ouga je game (aH)™! = a 'H, 360r
HOPMAJTHOCTH.

Ako je aH = cH w bH = dH, rana je abH = aHVH = cHdH = c¢dH, w a™'H = (aH)™' =
(cH)™ =c¢'H. O

Kosmunmuka rpyna Axo je H <G, taga je (G/H,-,', H) rpyua, tae je G/H = {aH | a € G},
a - je nedpunucano ca: aH -bH = abH, u ~! je nedunucano ca: (aH) ' = a 'H. Pen xonmuunuuke
rpyne G/H je jennak unmekcy |G : H].

1) Axo je G AGenoBa rpyna, oHia ¢y cBe noarpyie oi G HOpMaJIHe.

2) Haru npumep ne-AGestoBe rpyne Koj Koje cy CBe HMOAIPYIIe HOPMAJIHE.

Pememe. Axo je G Abenoa, H < Gua € G, rana je aH ={ah |h€ H} ={ha|h € H} = Ha,
omakye ciaeqn H < G.
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Younmo ckyn Kg = {1, —1,4, —1i, j, —J, k, —k} u onepanujy - Ha Kg nedbunucany tabaunom:

1 -1 i =i =k —k
1 1 =1 @ —i j —j k —k
“1|-1 1 —i i —j j —k k
il io—i -1 1 k —k —j
—il =i i 1 -1 -k k j —j
il i - -k k-1 1 i —i
—il=i ok -k 1 -1 —i i
k|l k -k § —j —i i -1 1
—k|-k k —j j i —i 1 -1

JlaTa omepamnmja je acolnwjaTHBHA, a U3 TabJMIE ce JIAaKO BHIAX Ja je 1 HeyTpasa 3a -, U Ja CBaKH
eqeMeHT mMa uHBep3. ['pyny Kg 30BeMo epyna keamepruona. JIako MOXKeMO H3padyHATH [1a je

r(=1)=2wur@)=r(—i)=r()=r(—j) =r(k) =r(—k) = 4.
[Moxrpyme rpyne kBarepanona cy: (1), (—1), (i), (j), (k) n Kg, 0Bo ce J1ako aa mpoBepuTH, U JAKO
ce Jia MPOBEPUTH Ja Cy CBE OHE HOPMAJIHE. O

Hokazaru ga je Inn(G) < Aut(G).

Pememe. Hajupe jokaxumo ja je Inn(G) < Aut(G). [pumernmo ga je idg = o, onakie idg €
Inn(G). Takobe, o,04(x) = o,(bxb™) = abzb™la™' = (ab)z(ab)™ = ou4(z), onakie je o,0, =
ow € Inn(G). Caga umamo u idg = 0. = 0441 = 0,0,-1, ofakie o, = o,-1 € Inn(G). [axe,
Inn(G) < Aut(G).

Ba f € Aut(G) nmavo fo,f7'(x) = flaf(z)a™") = fla)f(f (@) f(a)™ = fla)zf(a)™" =
0f(a)(x), onaxie je fo,f~' = o4 € Inn(G). Hakne, Inn(G) < Aut(G). O

Ilentap rpyme llenrap rpyne G je Z(G) = {a € G | (Vx € G) ax = xa}, 1j. cKyn cBUX ejgeMeHaTa
KOjU KOMYTHDajy ca cBuM ejnemertuMa rpyme G. Ilpumerure na je G Abemosa akko je Z(G) = G.

1) Z(G) < G.
) H < Z(G) nosnaun H < G. Crenujanno, Z(G) < G.

[\

Pememe. Ounnienno e € Z(G). Ako a € Z(G), raga 3a cee v € G uvamo ar = xa. Muoxkehn
OBY jeJIHAKOCT Cca a~ ' U ca JeBe W ca jJecHe cTpane jgobmjamo: za~ ! = a 'z, 3a cBe € G, onakie
a~! € Z(G). Konauno, ako a,b € Z(G), 3a cee v € G, umamo abr = axb = zab, rjie UpBa jeHAKOCT
Baku u3 b € Z(G), a npyra u3 a € Z(G). Hakne, ab € Z(G), onakie xonauno Z(G) < G.
IIpernocrasumo na H < Z(G). 3a h € H u g € G umamo ghg™' = hgg™! = h € H, rue upsa
jemmakoct Baxu jep h € H C Z(G). Hakne, H<G. O

Onpeanru Z(G) tae je:

1) G =K
2) G=D,, n>3;
3) G=S,,n>3;
4) G=A,,n>3
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Pememe. 1) Z(Kg) = {1, -1} = (—1), mro ce nako Buau u3 Kejaujese tabure 3a Ks.

2) Heka je op', 0 < i < n, mpoussosbHa cuMeTpHja. Ilpumernmo fa je p-op' = op lp' = opt-p~! #
op' - p, onaxie ciemn ga op’ ¢ Z(D,,). Hakme, Z(D,) < (p).

e € Z(D,). lpuvermvo na p € Zp,, 1< i < m, aKKO 3a CBe cUMeTpHje op’ Baxu p'op’ = op’p',
aKko op ') = oplpt, akko p~t = p', akko p*' = ¢, akko r(p) = n | 2i. Kako je 2 < 2i < 2n, TO je
n | 2i ekBuBasenTHO ca n = 2i. Jlakie, ako je n menapuo, taga je Z(D,) = (€), a ako je n napho,
raza je Z(D,) = {e, p"/?}.

3) Jlokazahemo na je Z(S,) = (|]),3an > 3. Heka je f €S, f # ||, u vexka je f = fifa... fx
heHa IUKJIyCHa Jekommosuimja. Mozkemo ma npermoctasumo ga je r(fi) > r(fa) > ... > r(fi) > 2,
jep JMCjYHKTHH NUKJIYCH KOMYTUpajy. VIMamMo HEKOJIMKO CIydajeBa.

1° r(f1) > 3. Banummmo f; = |a,b,c,...]. Younmo |a,b] € S,,. Tazna je:

la,b]fla,b] = l|a,b]fifa-.. frla,b]

La, bl fila, b fa- .. fu
la,blla,b,c,...]|a,blfo... fr
|b,a,c,...]fa . [k
Jifoooo fh

f

Hakne, |a,b] fla,b] # f, onakae |a,b]f # fla,b], na f & Z(S,).

1 N

Hanabe MozxkeMmo f1a npernoctaBumo aa je r(f1) =r(fe) = ... =r(fr) = 2.

2° k > 2. Banumumo fi = |a,b|, fo = |c,d]|. Younmo |a,b,c| € S,.. Tana je:

a,b,c| fifafs ... fula,b,c]™!
a,b,clfifola, bl s fa

la,b,c] fla,b,c]™ = |
]
Labcﬂabﬂcd“abd Y fa
]

= [bclla,d]fs..
# fifafs-- Je
= f

Haxane, |a,b,c|f|a,b,c]™ # f, onakne |a,b,c|f # fla,b,c|, na f & Z(S,).

3° f=f1 =la,b]. Kako je n > 3, youumo |a,b,c| € S,,. Tana je:
la,b,c]|fla,b,c]™ = |a,b,cl|a,b]la,b,c|™ = |b,c] # |a,b] = f. Hakne, |a,b,c|f|a,b,c]™ #
f, omakne |a,b,clf # fla,b,c], na f & Z(S,).

Hokazamu cmo: ako f # ||, Tama f ¢ Z(S,), onakie caean Z(S,,) = (|])-

4) Kaxo |A3| = 3, 1o je Az nukandHa rpyna penaa 3, ma je A6esoa n Z(As) = As. Tpernocrasmmvo
na je n > 4; nokazahemo na je Z(A,) = (|]). Heka je f € A,, f # ||, u weka je f = f1fa... [ eHa
nukiaycHa gexommosunmja (v Sp). Ilonoso mpermocrasumo ma je 7(f1) > r(fa) > ... > r(fi) > 2
MmaMo HEKOJIMKO CJIydajeBa.

1° r(f1) = 2. Kako je f mapHa nepmyTainuja, To 3aK/bydyjeMo Ja je k mapHo, crenujasHo aa je k > 2.
Cazia MxKeMO MCKODHCTUTH DAdyH U3 caydaja 2° u3 3) Ja 3aK/bYdUMO Ja HeKH 3-IUKJI (Koju je
HapaBHO u3 A,,) He KomyTupa ca f, na f ¢ Z(A,).
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2° r(f1) =3, k=1. Banumumo f = f; = |a,b,c|. Kako je n > 4, youumo AyI1y TPAHCIO3UIH]Y
la,b]|c,d] € A,. Taza je:

la, b le,d1fla,b]le,d] = la,b]lc,d][a,b,c]la, b] ¢ d]
= |b,a,d]
# la,b,c|
- f
Hakne, |a,b]|e,d|fla,b]|c,d] # f, onakne |a,b]|c,d]f # fla,b]|c,d], na f & Z(A,).

3° r(f1) =3, k > 2. Banumuwmo fi = |a,b,c|, fo = |d,...]. Younmo aymwry Tpancnosunujy |a,b||c,d| €
A,. Tana je:

\_a’ b] ch d—lfl_av b—‘ |_Cu d—‘ = I_aa b—‘ LC, d—‘ f1f2f3 S fk: La> b—‘ LC, d—‘
= La’ b-l chd—lflfQL%b—l Lc7d-‘f3fk‘
= l|a,b]|e d]|a,b,cl|d,...||a,b]|c,d]|fs... [k
= |b,a,d]le,...]f3.- [k
£ fifofse o

Hakme, |a,b]|e,d|fla,b]|c,d] # f, onakne |a,b]|c,d|f # fla,b]|c,d], na f & Z(A,).
4° r(f1) > 4. 3anmumuamo f; = |a,b,c,d,...]. Younmo |a,b,c] € A,. Tana je:
a,b,c)fifz... frla,b,c] ™

I
|.a7bac—|f1|_a>bac—|_1f2--~fl~c
la,b,c]la,b,c,d,... |a,b,c]  fa... fa

la,b,c] fla,b,c]™t =

|b,c,a,d, ..\ fo. . fr

# fifaoo Jr
- f
Haxae, |a,b,c|f|a,b,c]™" # f, onaxie |a,b,c|f # fla,b,c|, na f & Z(A,).
Hoxazamn cmo: axo f # ||, tana f ¢ Z(A,), onakae caemun Z(A,) = (| ]). O

Ienrpanuzarop llenrpamuzarop noackyna S C Gy rpymu G je Co(S) ={be G | (Vx € S)bx =
xb}. Kana je S = {a}, tana je Cg(a) = Cs({a}) = {b € G| ab = ba}. Ounurnenno Baxe cieznehe
creapu: Z(G) € Cg(9), Cq(G) = Z(G), Ca(S) = Nyes Cala). Axo 3namo o xojoj rpyuu je ped,
ymecto Cg numemo camo C.

JlokazaTm:

1) Ca(S) < G

2) ue mopa ouru S C Cg(S), amu Baxu S C Cq(Cg(S));

3) S C T nosnaun Cq(T) C Cg(S) u S C Cq(T) akxo T C Cq(S);
2) {a) 2 Co(a).
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Pememe. 1) Ounrnenno e € Cq(S). Ako a € Cg(5), Taga 3a npon3Bo/bHO § € S BaXKH as = sa.
Mmuozkehu 0By jeJJHaKOCT ca a~ ! U ca JieBe U ca jecHe cTpaHe jobujamo sa~ ' = a~'s, na kako je s € S
GHI0 TTPOU3BOJBHO, 3aK/myayjemo na a~ ' € Cq(S). Konauno, ako a,b € Cg(S), Tama 3a mpou3BoOJbHO
s € S Baxu as = sa u bs = sb. Onapne je abs = asb = sab, ma kKako je s € S OMJIO NPOU3BOJHHO,

saksbyuyjemo ab € Cg(S). Hakie, Cq(S) < G.

2) Jla ne mopa 6urn S C Cq(S) Bugehemo y caenehem sagarky moj 3). IlpermocraBumo ga je
s € S. Tamazacse a € Cu(S) Baknu as = sa, mro 3Haun 1a s € Cq(Cq(S)). Hakme, S C Cu(Cq(9)).

3) S C T nosaaun C(T) C Cg(S) je ounreano: ako x KOMyTHpPa ca eleMeHaTnMa cKymna 1, Tana
OH KOMYTHpa U ca ejeMeHTHMa theropor nojackyna S. Axo je S C Cq(T), Tana je T'C Cq(Cq(T)) C
Cq(S), m cimuno ce gokasyje ob6paTHA NMILIMKAIM]A.

4) Ounrneqno a € Cg(a), ma kako je Cgo(a) < G, 1o (a) < Cg(a). Heka x € (a) u y € Cgl(a);
nokazyjemo yry ' € {(a). 3namo jga je x = a™, 3a Heko m € Z. Axo je m = 0, Tajga je x = e, na
yry ' =e € (a). Ako je m > 1, tama je yry ' = yaa,...ay' =aya,...ay ' =aaya,...ay”! =

m m—1 m—2
=a™yy = a™ € (a). Axo je m < —1, raza je yry ' = ya"y ' = (ya "y ) = (a7™) 7 =
a™ € (a), tae cmo Kopuctuanm —m > 1w nperxoguo nokasano. Jakme, (a) < Cg(a). O

Nspaaynaru Cg(S), rue je:

1) G =Dy, §={p}

2) G=D,, S={0};

3) G - DTLJ S - {p70}a
)

Pememe. 1) 3namo 1a (p) C Cp, (p), ma ocraje Ja HCOUTAMO Ja JIH HEKA CUMETPHja KOMYTHPA €a
p. Umamo: p-opk = op* - p akko op~1pF = opFp akxo p*~! = p*! akko k — 1=k +1 mod n, mro
je memoryhe 3a n > 3. Haxkue, Cp, (p) = (p).

2) 3namo ga (o) C Cp, (o), ma ocraje ja ucnmramo aa qm poranuje p*, 1 < k < n, u cumerpuje

op®, 1 < k < n, komyTupajy ca o. Umamo: op* = pFo akko op® = op~* axxo p* = p~" akko k = —k
mod n axko n = 2k (mocrenme axko Baxku jep 1 < k < n). Taxohe mmamo: oop® = opFo axxo
oop® = oop™F axkko p¥ = p~F akko k = —k mod n akko n = 2k. Jlaxse, ako je n MapHO, Taja je

Cp, (0) = {e,0,p"2, 0p"?} = (0, p"?), a axo je n Hemapuo, Taga je Cp, (o) = (o).

3) Buamo Cp, (0,p) = Cp,(c) N Cp,(p). Ilpema mperxomma aBa Aega UMaMO: AKO je M MapHO,
taga je Cp, (0, p) = {&, p/?}, a axo je n memapmo, taga je Cp, (0, p) = (¢).

4) Pauynamo nepmyTranuje Koje komyrtupajy ca |1,2][3,4,5,6,7]. Heka je f € Sjy raksa na
F1,2]13,4,5,6,7] = [1,2]]3,4,5,6,7]f, tj. f|1,2][3.4,5,6,7]f" = [1,2](3,4,5,6,7]. Ilep-
wyramsia i sresoj crpar je jesnaxa |f(1), F(2)]1LF(3), £(4), F(5), F(6), £(7)], onarte saxmyayjeno
ma f xomyrupa ca |1,2][3,4,5,6, 7] axxo [ f(1), f(2)]1f(3), f(4), F(5), f(6), F(7)] = [1,2]3,4,5,6,7].
113 jenuncreenoctn muktyche gekommosunuje caeqn qaje | f(1), £(2)] = |1,2] u | f(3), f(4), f(5), f(6), f(7)] -
13,4,5,6,7]. Onasae npumerumo ga f(1) € {1,2}, nok je f(2) dopcupana uzbopom f(1). Caugno,
f(3)€{3,4,5,6,7},a f(4), f(5), f(6), f(7) cy dopcupanu uzbopom f(3). NUzbopu f(8), f(9), f(10) €
{8,9,10} cy npoussosbau (opcupanu cy jeuHO Uni-eHUIOM ja je f nepmyranuja). [Ipema Tome
uvamo 2 - 5 -6 = 60 moryhuoctu 3a nepmytanujy f. Haxme, |Cs, (|1,2](3,4,5,6,7])] = 60 u cBu
€JIEMEHTH JIATOD IEHTPAJN3ATOPA Cy TOPE ONUCAHU. O

Hopmagnuzarop ckyna S C G y rpymu G je Ng(S) = {g € G | ¢S = Sg¢}, nakne ckym cBux
eJeMeHaTa KOju KOMyTupajy ca ckymom S. OQ4uriie o je HOpMaau3arop jeJHOUIAHOr CKYIa jeIHAK
HEIOBOM IEHTPAJTN3ATOPY, U ounrsienno je ga ysek Baxku Cq(S) C Ng(9).
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Hoxkazaru na je Ng(S) < G.

Pememe. Ounrienno e € Ng(5). Ako a € Ng(9), raga aS = Sa, na MHOXKeHmeM OBe jeTHAKOCTH ¢a
a~! ca neBe u ca jiecHe crpane gobujamo Sa~! = a~1S, onaxye a € Ng(S). Taxobe, ako a,b € Ng(S),
taga abS = aSb = Sab, ryue npea jeanakoct Baxu jep b € Ng(S), a apyra jep a € Ng(S). Hakie,
ab € Ng(5S). O

Hoxazarn H <Ng(H). Axo H, K < G, nokasatu H < K akko K < Ng(H).
Crernujanno, Ng(H) je majseha moarpyna ox Gy kojoj je H nmopmanna. [lakire, H < G akko
Ng(H) =G.

Pememwe. H <Ng(H) jep mo nedununuju 3a cse g € No(H) Baxu gH = Hg.
H < K akko 3a cee k € K Baxu kH = Hk akko no gedunnnuju K < Ng(H). d

Ca(S) aNa(S).

Pememe. Axo n € Ng(S) u ¢ € Cg(9), nokasyjemo ga nen™t € Cg(S). Vamumo npoussosbHO

s € S u mocmarpajmo nen”ls(nen )™t = nen~lsneinT!l. Kako je n u3 nopmasiuzaTopa, TO je

n~lsn = s € S; omasne je ns'n~! = 5. Cazma je nen~lsnc'n~! = nes’'c'n! = ns'n™! = s, e
CMO U3KOPHUCTHJIM JIa je ¢ y IleHTpaim3aTopy o S, na je cs'c™t = s'. Jlakie, ncn™! KomyTupa ca
npou3Bo/bHUM S € S, ma nen~ ! € Cg(S), mTo ¢Mo u Keem. O

Jearpo moarpyne Heka je H < G. Jesrpo noarpyne H je Core(H) = ﬂ gHg™'. Kaxo 3uamo na
geG

cy gHg ! noarpyne ox G, to je Core( H) noarpyna on G xao mpecek noarpyna on G. Taxobe, jacuo

je na je Core(H) < H, jep je H jeana oy wnanosa upeceka y Core(H).

1. Core(H)«G.
2. Heka je K < H. Jlokazatu: ako je K <G, taga je K < Core(H).

Hakne, Core(H) je majseha moxrpyna on H wopmanna y G. Takobe, H <G akko H = Core(H).

Pememe. 1) 3a ce a € G mmamo aCore(H)a™' = a ﬂ gHg 'a™ = ﬂ agH(ag)™' = Core(H),
geG geG
r7le TOCJIE/Iha, jeTHAKOCT BayKu jep je g — ag Oujekmumja va G, ma kaja g npohe G, tama u ag npobe
G — npeceny cy UCTH.
2) Ako K <G, tana 3a cse g € G umamo gKg ' = K, a takohe gKg~' < gHg™ ! (jep K < H).

Jaxie, 3a cse g € G umamo K < gHg !, na K < m gHg ' = Core(H). O
geG
KomyraTop esemenara a u by rpymn G je emement [a,b] = aba~'b~'. Ilpumernre ma a u b

KOMYTHDajy aKKO UM je KomyTaTop [a,b] = e.

Hokazarn: [a,b]"! = [b,a]; gla,blg™" = [gag™",gbg™'}; f([a,b]) = [f(a), f(D)], e je [ :

G — H 6uio koju xoMoMopdu3aM rpyia.

32



Pememe. [ b=t (ab _) ! (b‘l)_l( - )_1b_1 - —bab‘la_l = [b, al.

gla,b)g™" = gaba™'b"'g™! = gag~'gbg 'ga~'g 7 gb" g = (gag™")(gbg™")(gag™) M (gbg™!) ! =
lgag™", gbg™'].
f([a,0]) flaba™'b~") = f(a)f(b) f(a)"" f(D)~" = [f(a), f(D)]. O

Mseog rpyne G je moarpyna D(G) = ([a,b] : a,b € G). Kako je mHBEp3 KOMyTaropa KOMY-
TaTop, mpuMeruTe na cy exemedTu moarpyne D(G) konawHm npoumsBogu Komyrtatopa: D(G) =
{[(11, bl][ag,bz} Ce [CLk, bk] ’ k Z 1,ai,bi € G}

Hokazarn: D(G) < G. [dokasaru na je G/D(G) Abenosa.

I'pyna G/D(G) ce 3oBe abenmsannja rpyne G u oznadana ce ca G

Pememwe. Heka v € D(G) n g € G. Tanma je x = [ay,bi][ag,bo]. .. [ag, b], ma je gzg™' =

glay, biag, bo] . . . [ar, bplg™" = glai, bilg~ glag, bolg™" . .. glak, brlg™" =

[garg™, gbig[gasg™, gbag™] .. . [garg™t, gbrg™'] € D(G), omakne cnemu na je D(G) < G.
[Ipumernmo na je y G/D(G): [aD(G),bD(G)] = aD(G)bD(G) (aD(G))"'(0D(G))™t =

aD(G)bD(G) a *D(G) b ' D(G) = (aba™'b~")D(G) = [a,b]D(G) = D(G), rae nocjieimba jejHakocT

Bazku jep [a,b] € D(G). TIpema Tome KomyTaTop mpousBosbHa aBa kocera y G/ D(G) je TpuBujanas,

oflaKJIe CJAeH Ja Ta JBa KoceTa KOMyTHpajy, na je G/D(G) Abenosa rpyna. O

Jokazaru: G je Abesosa akko D(G) = (e) akko G* = G,
Hokazaru: ako je H4G u G/H AGenosa, rana je D(G) < H. Jdakie, D(G) je HajMarmba HOpMaTHA
nofarpyna of G quju je KoJudHuk AGesos.

Pemtemwe. [IpBu 1eo je ounrnenam.

[Tpumernmo y G/H: H = [aH,bH| = [a,b]H, rue upsa jesgHakocT Bazku 300r abeOBOCTH, a Ipyra
ce M3BOJM CJAMYHO KA0 Yy Dellery IpeTXomHor 3aaarka. Ogasjie 3akmydyjemo na [a,b] € H, tj. H
caJipKi CBe KOMYTATOpe, a IpeMa ToOMe CaJpKi U MOArpyIly Kojy oHu renepuiry, a 1o je D(G). O

Uspauynaru ussoje ciaenehux rpyna: D, S,, A, rae n > 3.

Pemewe. Ilurame padyHa n3Bojga TpyIe je MUTalbe pauyHa CBHX KoMyTaTopa. 3aro hemo mspady-
HATH IITa CBE MOYKe OUTH KOMYTaTOP.

Y cayuajy rpyne D, umamo Tpu caydaja. KomyTarop aBe poraliuje je TpUBHjaJIaH jep poTalluje
mebycobro komyTupajy. Padynamo xomyTaTop poramuje n cumerpumje: [pf, op!] = pkoplp_kapl =
pPploopkpl = p?* € (p?). Pauymamo komyrtatop mse cumerpuje: [opF opl] = opfoploprop’ =
p*ooplp~Foop' = p?=F) € (p?). TIpema TOME CEH KOMyTATOpH upunaiajy (p?), onaxie i D(D,) <
(p%). HpI/IMeTI/IMO jom u na je [p, 0] = pop~lo = poop = p*, onakie zaxkspyuyjemo ga p®> € D(D,),
na u (p?) < D(D,). Hakae, D(D,) = (p?).

VY caydajy Kajga je n HemapHo, Kako je (2,nm) = 1, o je (p*) = (p), m y TOM cay4ajy M3BOJ UMHE
cBe porammje. Y cIydajy Kaja je n IapHO, Taja H3BOJ YMHE CBe pOTallije FeHepHcaHe ca p°.

[Ipe HETO NITO MOYHEMO Ja PAYyHAMO KOMYTAaTOpe MepMyTanuja IPUMETHMO Jia, ako f,g €
S,, Tana je [f,g] = fgf ‘g~ nmapma mepmyramuja (Pasmucaure!). IIpema tome D(S,) < A,.
Ako je |a,b,c] npomsBoman 3-mmki, Tajga umamo |a,b,c| = |a,b]|b,c] = |a,b]|a,c]|a,b]|a,c] =
[la, b], |a,c]], omakie 3akmyuyjemo na |a,b,c] € D(S,), na xako 3-muKI0BH Tenepuiry A,, TO 3a-
KbeqyJeMoA < D(S,). Haxmre, D(S,) = A,.

Ocraje na nzpaaynamo D(A,). Ban = 3, A; uma 3 ejemenTa, Te je OHa IUKJINYHA, CIIEIHJATHO U
Abenosa, na je D(A3) TpuBujasiHa rpyia.

3a n > 5 hiemo mokazaru ga je D(A,) = A,. Younmmo mpo3uBo/baH 3-THKI |a,b,c| u Kako je
n > 5 uzabepumo d,e ¢ {a,b,c}. Ilocmarpajmo f = |a,b]|d,e] u g = |a,c]|d,e] u3 A,. Tana
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je [f,g] = |a,b]|d,e]|a,c]|d, e]|a,b]|d, e]|a,c]|d,e] = |a,b,c]. lpema ToMe 3-TUKIH TpHIAIA]Y
D(A,), na kako ouu rewepuiny A, umamo A, < D(A,) < A,, 1j. D(A,) = A,.

Ocraje ma ompeaumo D(Ay). Jlako ce Buam ma cy emeMentu Ay y IMUKJIYCHO] JEKOMIIO3UIH]H
wid 3-TIMKI uin aymia tpancnosunmja. Omwm cy: |, [1,2,3], |1,3,2], |1,2,4], [1,4,2], |1,3,4],
11,4,3], 2,3,4], [2,4,3], |1,2][3,4], [1,3]]2,4] u |1,4]]2,3]. Takobe ce nako Bumu xa je V =
{11, 11,2](3,4], [1,3]]2,4],[1,4]|2,3]} jenma (AGenosa) moarpyna ox A, (m3omopdua ca Zy X Zs
— nposepure!). [Tpumernre na V' cagapxku cse aymie tpancnosunuje. Jlokazahemo na je D(Ay) =
V. Komyrarop jBe mymje TpaHCHO3WIMje je TpuBHjaiaH (MIpuMeTHIn cMo Tope fa je V AbGesnosa).
O ipe Mo KOMyTaTop 3— MUK 1 JAYILIE TPAHCIO3UIKje: HeKa je f 3-IUKJI, a g JyIjia TPAHCIO3UIIN]a;
Tana je [f,g] = fgf'g7' u fgf ™' je aymna rTpamcunosumuja (Kao KOWmyraT Jylle TPAHCHO3MIUje)
g~ ! je nyma Tpancnosunuja, ma [ f, g| € V. Konaano, oapeumMo KOMyTaTop JBa 3-IUKIa: ako ¢y f, g
3-TUKIU, TajJa uMaMo JBe Moryhuoctu: mwimm f, g bukcupajy uctu eneMeHnT unu f, g He dukcupajy
ncru enement. Axo f,g dbuxcupajy uctu enement, taga (f) = (g), ma je [f,g] = |]. Axo me
dbukcupajy ucru enement, taga f Moxkemo Ja 3anuiiemo Kao f = |a,b,z], a g kao g = |a,b,y| nim
g = |b,a,y]. ¥ upsom cayuajy [f, g] = |a,b,x]|a,b,y]|a,z,b]a,y,0] = |a,b]|z,y] €V, ay apyrom
[f,q] = |la,b,x]|b,a,y]|a,z,b]|b,y,a] = |a,y]|b,z] € V. Konaano 3akmpyayjemo D(A,) < V. U3
MOCJIEHer PadyHa je JacHO Ja MOYKeMO CBaKy JYIUIY TPaHCIO3WIM]y Ja HAIMIIEMO Ka0 KOMYTATOD
nBa 3-1uKIIa, na je 3ampaso D(A,) = V. O

EnxemenTapHa Teopuja 6pojesBa

Apurmermuka dbynkmujan (A®) 3a byakugjy f : Nt — C xaxkemo ja je apuTMETHUKa aKO
3ajoBospaBa f(1) = 1.

Mynrtunsiimkarusaa apurmernydka dyaknuja (MA®) 3a apurMmerndky OYHKIH)Y f KaykeMo 13
je MynITHITHKATHBHA ako 3a7oBosbasa f(mn) = f(m)f(n), kag rox (m,n) = 1.

MA® f je onpehena cBojuM BpeIHOCTHMA Ha CTeHeHHMa IpocTuX Opojesa. JlokasaTn.

Pememe. IIpernocrasumo ma je n € N, n # 1. Tama npema OCHOBHO] TeopeMu apUTMETHKE, 7
MOYKEMO HAIHCATH Kao n = pi'py?...pp", rae ¢y p; OpocTH, a (; MO3UTUBHU IPHPOIHE ODPOjeBH.

[Ipumernmo Ja MyATUIIUKATUBHOCT (DYHKIIWje [ MOBJIAYH:

fn) = F@r'pe” .. .p*) . .
= SO)Fp2’ - opt) jep (1 p . pyt) =1
= SO fe*) f(ps” - pi") Jep (2% p5* - pf") =1

= ) - ),

oJlakJjie cjeau TBpheme 3a1arKa. O

Hokazaru jia cy ciegehe dynknuje MAD:

Dew={ g n71 2) 1(n) = 1 3) In) = ns
1, n=1

4) za k > 0, I(n) = n*, (mpumernmo Iy = 1, I; = I); 5) u(n) =< (=% n=pips...px .
0, nHave

(Kaga mamumemo n = pips...pr TOApasyMeBamMo Ja je n npousBoj k mehycobHo pazyimgan-
TUX mpocTux OpojeBa. Ako je cmmucao apyrauuju, 6uhe mocebHO Hariarmero. DyHKIHU]Y ( 30BEMO
Mebuycora dyHKIHja. )
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Pememwe. (CBe HaBeseHe QpyHKIUje Cy OUUTIETHO apuTMeTHdKe. Takohe, ouuriieiHo je na DYyHKIH]je
1) — 4) 3amoBosbasajy f(mn) = f(m)f(n), 3a Tpou3Bo/bHE M, N, Ta CHEINU]ATHO jecy MYJITHUILTHKA-
tusHe. JIOKaXKuMo Ja je (1 MyJATUILIHKaTHBHA. [IpernocraBumo fa (m,n) = 1 U mpeTnocTaBuMo Ja
m,n > 1 (ako je m wim n jemuaxo 1, TBpEe}be je TpI/IBI/IjaJIHO). Hokazahemo na je pu(mn) = p(m)u(n).
Bamunmumo m = pi'ps?...ppt un = q1 q2 . ql . (myn) = 1 snaun ga je {p1,p2,...,pk} N
{q1,q92, .. .,q} = 0. Tama je mn = p{'p5?. pg’“qﬂlq2 . .qlﬂl zanuc mn npema OCHOBHOj TeopeMu
apurmeruke. [lo gedununuju p(mn) = (—1)’““ akko o; = 3; = 1,3ace 1 <¢ <k,1 <j <[, unaue
je p(mn) =0. Akoje oy = fB;=1,3acse 1 <i <k 1<j<lI ranaje u(m)=(—1)% uln)=(-1),
na je p(m)u(n) = (—1)*. Ako je 6ap nexn ox o; mum 3; Behim o 1, Taza je 6ap jesan o p(m), pu(n)
jemmax 0, ma je cpakako p(m)u(n) = 0. Hakme, u(mn) = p(m)u(n). O

JIupuxjeoBa KOHBonyunja Axko ¢y f u g nBe AD, nedunumemo byukiujy (koja je takohe AD)
fxgca fxg(n Z f(d)g(n/d). Onepamnujy * na AD 30Bemo /lupuxjeoBa KOHBOJIYIH]a.

JlokazaTu:

1) * je KOMyTaTHBHA OTEPAIlH]a;

Pememe. IIpumernmo Hajupe jaa je f * g(n Z f(d)g(n/d) = Z f(dy)g(dy), onakie je jacuo
(d1,d2)
dido=n
Jia je * komyrarusHa onepanuja. Taxobe, f* (g h)( Z f(dy)g = h(d)) =
(d1,d})
did|=n
Z f(dv) Z 9(d2)h(d3) = Z Z f(d1)g(da)h(ds) =
(d1,d)) (d2,d3) (d1,d}) (d2,d3)
dldllzn d2d3:d/1 diq d/l =n d2d3:d/1
> Fld)g(dsa)h(ds),
(d1,d2,d3)
didads=n

¥ CJWYaH padyH MOKa3yje Ja je

(frg)xh(n)= > f(d)g(dz)h(ds),

(d1,d2,d3)
didadsz=n

OJIaKJIe CJAEJIM JIa je * aCOIUjaTuBHA Olepaluja.

Hoxkazxumo caga 3). IlpermocraBumo fa je (m,n) = 1. [lpumernmo ga nocroju npupojHa Oujex-
mja usmely ckymnosa {(di,ds) : dy | m,dy | n} u {d : d | mn}, nara ca (dy,dy) — didy. 3awucra,
aKo je m = pi'py*...ppk, n = qf1q§2...qf’, u3 (m,n) = 1 crenu p; # q;, u ako d | mn, Taga je

d=pl'py ... plqd g .. .qfl, 0 <~ <a; 0<9; < B, onakie je jacHo 1a je d jernHCTBEHO Onpeljen
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cBojuM " p-neniom” | Koju Jeu m, u cBojuM ” g-mesiom” koju mesm n. Takobe, mpumerumo ako dy | m,
dy | n, u (m,n) =1, tana (dy,dy) =1 u (m/dy,n/ds) = 1. Onasne umamo caenehn padaym:

frglmn) = 3 f(d)g(mn/d)

dlmn
= ) fldida)g(mn/didy)
di|m,dz|n
= Y fd)f(do)g(m/dy)g(n/dy)
di|m,dz|n
= Z Z fldi)g(m/dy) f(d2)g(n/ds)
di|m d2|n
= Z f(di)g(m/dy) Z f(d2)g(n/ds)
dilm da|n
= [xg(m)f*g(n),
oJlaKJie cjedu Ja je f % g MyJITHILINKATUBHA.
4) fxe(l)=1= f(1),azan>1je fxe(n Zf e(n/d) = +Zf e(n/d) =
din din
d<n

n)+ Y f(d)-0=f(n).

din
d<n
5) Kako ¢y pu 1 MAD, 10 je u pu*x 1 MA®D, na je 10BO/BHO OJPEJNTH HeHE BPEIHOCTH HA

cremennMa npocrux 6pojesa. 3a o > 0 mmamo: 1 * 1(p Zu (p*/d) = Z,u(pi)l(po‘_i) =

d|p*
(1) + p(p) + p(@*) + ...+ p(P*) =1+ (=1) + 0+ ...0 = 0. Oxasae 3akmbydyjemo 1a je u* 1 =e.
6) Akoje F = 1x f, tanaje ux F = pux1lxf =cxf = f aaroje f = px F, tana je
lxf=1xpuxF=cxF=F. UJ

Heka je 7( Z 1 6poj menmaana 6poja n.
dln

1) Hokazatu aa je 7 MA®.
2) Uzpauynatu 7(n).

3) Hokasaru ja je 7(n) Hemapan Opoj aKo W caMo akKo je n KBaJpar.

Pememe. IIpumerumo: 7(n) ZI—ZI 1—21 1(n/d) = 1x1(n). Hakne, 7 = 1x1, na je
dln dln dn

7 MA® xao kouBoayinja ase MA®D. [Ipema ToMe 1a OncMo H3padyHaIn T, JOBOJHHO je H3pAUyHATH je

Ha cTernenuMa npoctux 6pojesa. Ouurienno 7(p®) = a+1 (aeaunonu p® cy obauka p', rae 0 < i < a).

Heka jen > 1 un=pi'ps®...pe*. 7(n) je Hemapan 6poj akko 7(pi")7(ps?) ... 7(pe*) je Hemapan
akko T(p;') je memapan 3a c¢ge 1 < i < k akko «; + 1 je memapan 3a cBe 1 < i < k akko o je mapan
3acBe 1 <i<kaxkoa; =20;3acee 1 <i<kakkon = (p’flpg2 .. .p’,f")Q. O
Heka je o(n) = Z d 36up jesmiana 6poja n.

din

1) Hokaszaru na je 0 MAD.
2) Nspauaynaru o(n).

3) Jokasaru ga je o(n) memapan 6poj ako M caMo aKo je n KBaJIpar HJH je 1 JBa MyTa KBaJpar.
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Pememe. IIpumernmo: o(n Zd Zd 1= Z d)1(n/d) =1x1(n). Jaxae, o = Ix1, na je

din din din
o MA® kao kouBosaynuja gse MA®. IIpema TOMe J1a OUCMO U3padyHAJH O, JI0BOJ/BHO je U3padyHaTH
a+1 _ 1
je Ha cremenmma npoctux Opojesa. o(p Zp

Heka je n > 1 un = 2°py"p3* ... pL*, rg:pe a > 0, a p; cy HenapHU TpocTH. o(n) je Hemapax 6poj
akko 0(2%)o(pi?)...o(pp") je Hemapan 6poj akKo 0(20‘) je memapan 6poj u o(py’) je memapam 6poj
3a cee 1 < i < k akko 297! — 1 je memapan 6poj u 1+ p; + p? + ... + pi je menapan Gpoj 3a cBe
1<i<kakxo1l+p;+p?+...+p je menapan 6poj 3a cee 1 < i < k akko «; + 1je Hemapan 6poj
3a cBe 1 < ¢ < k akko «; je mapan 6poj 3a cee 1 < ¢ < k akko «; = 20; 3a cBe 1 < 1 < k akko

(20/2pPple .pﬁ’“) o mapat 0

_ oa(, b1, B2 Br\2 _
n=>2 (Pl Y2 Pk) —{ Q(Q(a 1)/2 p ___pk’e)2 Qo HeTIapaH '

Ilponssony A® Axo cy f,g AD, moxkemo jedunncarn muxos npoussos fg ca fg(n) = f(n)g(n).
fg je ounramenno A®, u ako cy f,g MA®, rana je u fg MA®, jep 3a (m,n) = 1 umamo fg(mn) =
f(mn)g(mn) = f(m)f(n)g(m)g(n) = f(m)g(m)f(n)g(n) = fg(m)fg(n). Taxobe, axo je f AD, ca
|f| o3naummo meny amcosyrny Bpeanoct gebunncany ca |f|(n) = |f(n)|. 1 |f] je ounrmenno AD,
a ako je f MA®, tazna je u |f| MA® jep 3a (m,n) = 1 mmamo |f|(mn) = |f(mn)| = |f(m)f(n)] =
[Fm)[Lf ()] = [f1(m)]f|(n).

1, n=1

Heka je A(n) = { (—D)artartotan p — poapes o A 3oBemo JInyBuiioBa (hpyHKIHja.

1) Hdokazatu aa je A MA®.

2) Uspauynartu Z)\ Z/\ Mp(n/d)|.

dln dn

Pememe. Jlako ce Buam ga je A MAOD.
[Tpumernmo na je Z)\(d) = Z)\( -1 = Z)\ 1(n/d) = X % 1(n), ogakiae BUIUMO Ja je
dn din dn
Tpaxkena cyma MA® kao xkompoaymuja ape MA®D, na je MOBOHHO U3pAUyHATH je HA CTENEHHMA

IpocTHX Gpojesa. Z Ad) = Z AP) =1+ AD) + AP + A0 + ...+ AP*) =1+ (1) +1+
d|p* =
() +...+(-1)* = {

0 « memapno

1 Q1 02
1 omapro IIpema ToMe, ako je n = pi'ps? ... pe~, Z)\ — 1 akko

cy csu «; napuu, naaqde je 0. Jakme, Z A(d) =1 akko je n kBagpar, uHadve je 0.
dln
[Tpumernmo Z/\ Yu(n/d)| = Z)\ Mul(n/d) = Ax|u|(n), onakie 3ak/bydyjemo ja je TpazkeHa
din dln
cyma MA® kao KOHBOﬂyuﬂja e MA®, a je 10BO/bHO M3paUdyHATH je Ha CTEIEeHHMa IPOCTUX Opo-

jesa. Y A(d)|u(n/d)| = ZA @)= A" D)+ AP H)pp) +0 = (=1)*+(~a)*" =0.
dlp™
[Ipema Tome TpazxKeHna cyma je jejHaka €, Tj. A* |u| = e. O

Ojneposa dynkmuja Heka jezan > 1, &, ={k |1 <k < n, (k,n) = 1}. Ckyn P, 30BemO

Ojnepos ckym. Hedunnmemo (ouuraemno AD) ¢ : NT — N ca p(n) = |®,|. Hakmre, p(n) je 6poj
y3ajaMHO npocTux Opojesa ca n, mamux of n. Pyukuujy ¢ 3oBemo Ojreposa GyHKIH]A.
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1) Zg@(d):n, Tj. px 1 =1

dn
2) o =Txp, 1. @(n) = du(n/d) =Y n/du(d) =n_ u(d)/d.
dn dn i
3) ¢ je MAD.

Pememe. [utaBau npobsem je mokazatu 1). 2) caean n3 1) mo MebuycoBoj Teopemu uHBep3Hje, a
3) cienn u3 2) jep je xouposynuja ase MA® nonoso MAD.

1) Heka je G nukanuna rpyna peaa n. [ocmarpajmo noackynose or G: Gy = {g € G | r(g) = d}.
Hakme, G4 anne cBu eqementu rpyne G pema d. Kaxko mam Jlarpam:koBa Teopema Kazke Jia pejl
eJIeMeHTa JeJIU peJl Ipyle, TO 3aK/pydyjemo ja je G = |_|Gd, OJIaKJIe je n = Z |Gq4|. Opnasze je

dln dln
JOBOJBHO jorr Jokazatu aa je |Gq| = ¢(d).

Akocy a,b € Gy, Taga u a u b rerepurny nukangane nogarpyme ox G ca d enemenara. Mehyrum kaxo
je KOJl MUKJIMYHUX I'PyTia TaKBa MOArPYTa jeIMHCTBEeHa, TO 3aKby4yjemo fa je (a) = (b). IIpema Tome
6poj enemenara y Gy je jeamax 60jy rereparopa noarpyme (a). Mehytum, suamo na je a* remeparop
on (a) akko (k,r(a)) =1, 1j. (k,d) = 1. Ilpema Tome (a) numa ¢(d) remeparopa, 1j. |G4| = p(d). O

Nspauaymaru p(n).

Pememwe. Kaxko je ¢ MAD, 10BOBHO je N3padyHATH HEHE BPEIHOCTH HA CTEIeHMMAa MPOCTHX OPO-
jeBa.

©(p®) je 6poj mpuponHux OpojeBa Mamux o1 p* y3ajamuo npoctux ca p®. Bpoj k, 1 < k < p°,
HUje y3ajaMHO OPOCT ca p* aKKoO je Je/bUB ca p. bBpojeBu mesbusu ca p cy: p,2p,3p,...,p-p,(p +
p,...,p* 'p = p* nanm ceaku p-tu 6poj je aempus ca p. Ilpema Tome moctoju p®~! GpojeBa Koju
HHCY y3ajaMHO TIPOCTH ca p%, ma je o(p®) = p* — p*~ ! = p*(1 — 1/p).

Haxre, axo je n = pi'ps?...pp*, mama je p(n) = o(pi)e(ps?) ... o(pi*) = (7" — pi ") (05* -
P = ) = 3 (L= L ps (L= 1/pa) .2 (1= /i) = (1 — 1/p ) (1~ Lpy) ... (1 -
Up)=n [[ 1—1/p). O

p|n
p TpoOCT

spauynaru ciejelhe cyme:

1) Y uln/d)T(d); 2) Y uln/d)o(d); 3) Y nld)p(d);

d|n dn dln
4) ) " pld)*p(d)*; 5) > u(d)/o(d).
dln din

Pememe. 1) Cernmo ce qaje 7 = 1x1. Baro je Z,u(n/d)r(d) = ux7(n) = pxlxl(n) =exl(n) =

dn
1(n) = 1.
2) Cernmo ce ja je 0 = 1x1. Baro je Z,u(n/d)a(d) = uxo(n) = pxlxI(n) = exI(n) = I(n) = n.
dln
3) up je MA® kao npoussog MA®. UMzpauynajmo Hajupe pp(n); H0BOJBHO je M3pavyHATH HA
>
cTermenmMa TpocTux 6pojesa. up(p®) = u(p®)p(p?) = { ) gp g ~ ?
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Cana je Zu(d)gp(d) = Zugp(d) = 1x up(n), 1 * up je MA®, na je 10BOBHO M3padyHATH
dln din

TpaKeHy CyMy Ha CTEIIeHHMA IIPOCTHX Opojesa. Z pe(d) = Z pe(p') = po(1) + pp(p) + pe(p®) +

ot pe(p*)=14+1—p+0+.. +0_2 p w
Jakie, 3a n = pi'ps?...pot, Zu (2—=p1)(2—p2)...(2—pi).
4) p2p? je MAD kao Hpon3130;|rl</[ACD. Uspauynajmo najupe p2¢?(n); 10BoJbHO je H3padyHATH Ha
cremenmva poctnx 6pojena. u2p?(p?) = u(p®)%p(p®)? = (p _O )2 g i %
Caza je Z w(d)?p(d)? = Z/fch(d) = 15 p%¢%(n), 1% u%¢? je MA®D, mia je 10BOJLHO H3pATyHATH

dln din

TPazkeHy CyMy Ha CTeleHHMa MPOCTUX OpojeBa. Z/ﬁgpQ(d) = Z/fgoQ(pi) = 12*(1) + 23 (p) +

d|p*
P p%) + .+ P () =14 (p— 1)° +0+ H0=p*—2p+2.
Hdakre, 3a n = piips® .. pp*, Y p(d)yp p1—2p1+2)(p2—2p2+2) Pk — 2p +2).

dn
5) u/p je MAD kao kommanuk MAD (upumerure na je koanaHuk pedunucas, jep ¢(n) # 0, 3a
cee n > 0). M3paaynajmo Hajupe f/@(n); 10BOBHO je M3padyHATH HA CTEIEHHMAa MPOCTUX GpojeBa.

1/ o(p?) = u(p®) /e (@’) = 1/(10_ p) gif

Cana je Zu )/p(d) Z,u/go =1xpu/p(n), 1xpu/¢je MAD, ma je 10BOJBHO U3pATyHATH
dn dln

TpazKeHy CyMy Ha CTENeHMMa MPOCTHX OpojeBa. Zu/w(d) = Z,u/go(pi) = p/e(1) + p/e(p) +

dlp~ =
w/p@®) + . pfe®) =1+1/(1 - ) 0 L +0=(p-2)/-1).
Haxre, san = pi'ps* ... pp*, > p(d)yp p1—2)(p2—2)-~-(pk—Z)/(pl—l)(pz—l)---(pk—l)-
- din
UspaaynaTn Z k.
1<k<n
(kmn)=1

Pememe. 3an = 1,2 je sako uspadynaru gary cymy. Heka je n > 3. Tlpumernmo na je (k,n) =1
akko (n — k,n) = 1. Takohe npumernmo na 3a (k,n) = 1 Baxn k # n — k. Tlpema ToMe enemenTn
y3ajaMHO TIPOCTH ca n ce jaBbajy y mapouma: (k,n—k). Cyma cBakor mapa je n, a mapopa O4HIIeIHO
nva ¢(n)/2. Tlpema Tome, nara cyma je jenHaka no(n)/2. O

Jupunxneos naseps A® f je dynknumja g (koja ce ucnocrasu na je AD) taksa na je f+xg = ¢
(makJie, nuBe3Ha (DYHKIMja y OJHOCY Ha Omepanujy KoHposymwmje). IIpumepa pajan, BUIeJH CMO 12
cy 1 u p mehiycobuo jeana apyroj dupuxieos uupep3, Takohe, A u |u| cy jeana apyroj Jdupuxieon
HHBEP3.
Ako je f AD, ona uma Jlupuxiieos wHBEp3: mocMarpajMo jemnakoct fxg =¢c. fxg(l) =¢e(1) =1
smaun f(1)g(1) = 1, ma kako je f(1 ) 1 mopa 6ut u ¢g(1) = 1. 3an > 1 umamo f x g(n) =
e(n) = 0, Tj. O—Zf g(n/d) = +Zf g(n/d) = g(n +Zf g(n/d), omakmue je

dn dln din
d>1 a>1
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g(n) = =3 am f(d)g(n/d), na BumuMo Ja ce BpeJHOCT OJi g MOXKe U3pAadyHATH U3 BPeJHOCTH [ U
d>1

panuje uspadynarux spejnoctu o1 g. [Ipema Tome, lupuxiieos uuseps oz f mocroju u jecre AD.
Ako je f MA®, ucnocrasipa ce na joj je Jupuxireo nasep3 ¢ MA®D, na je 10BO/BHO CIIPOBECTH
MPeTXOJHU PAYyH Ha CTENEHUMa MPOCTUX OpojeBa, Tj.

==Y f(d)g(n/d) = Zf

d|p®
d>1

Uspauymarn JIupuxiteose nusepse GpyKHIH]A:
1) 7; 2) o; 3) p.

Pememe. 1) O3nauumo ca g Jupuxieos unaseps ox 7. ¢(1) = 1. Tlpema naroj dopMmysnn padyHaMo

g(p®).
—7(p)g(1) =

9(p) = 2;

9(p®) = —1(p)g(p) — T(pz)g( )=-2-(-2)-3=1;

g9(p 3) —7(p)g(p®) — 7(p*)g(p) — 7(p*)g(1) = =2-1 -3 (=2) =4 =0;

9(p*) = =7(p)g(®) — 7(P*)9(®*) — T(p*)9(p) — T(p*)g(1) = —2-0-3-1—4-(=2) =5=0.

Cana Beh nacayhyjemo mra hie 6utu unseps ox 7. Ilocmarpajmo MAD g nary ca g(1) = 1 u

-2 a=1
g(p*) = 1 a=2 Jlokaxnmo naje 7+g =¢e. JacHo je Txg(1) = ¢(1). Kako cy u 7 n youena g
0 a>3

MA®, 10 je u 7 g MA®, ma je 70BO/BHO MIPOBEPUTH A je T % § = € HA CTEIEHNMa ITPOCTHX OpojeBna.

Txg(p*) =0, 3a a =1,2,3,4, mro ce Buau u3 padyna rope (tako cMo geduHucamn g). Axo je
a > 5 uvamo: 7% g(p*) = T(p*)g(1) + 7(p° ")g(p) + T(* ) g(?) + T(P*)g(@®) + ... 7(g(p*) =
(a+1)-1+a-(-2)+(a—1)-14+(ax—=2)-0+...+1-0=0 = ¢(p“), Wro cMO U )KeJIeIU Ja
JIOKAZKEMO.

2) Osnauyumo ca g dupuxieos uueeps o o. g(1) = 1. Tlpema naroj dopmynu paayramo g(p®).
(p) = —a(p)g(1) = —(p+ 1);
(»?) = —0( )g(p) —o(p*)g(1) = —(p+1)- (=(p+ 1)) = (P* +2+1) =p;
(»*) = =a(p)g®?)—o(*)g(p)—o(p*)g(1) = —(p+1)-p—(P*+p+1)-(=(p+1)) = (P*+p*+p+1) = 0;
9(p") = —a(p)g(p®) — o (p*)g(p®) — o(p*)9(p) —o(p*)g(1) = —(p+1) - 0— (P* +p+1)-p— (p°+
pPPtp+1)-(=(p+1) - @' +p’+p*+p+1)=0.
Cazna Beh nacayhyjemo mra he 6utn unseps ox o. [ocmarpajuo MA® g nary ca g(1) = 1 u

Q Q

—(p+1) a=1
g(p*) = P a =2 Jlokaxumo ja je o % g = e. Jacuo je 0 x g(1) = ¢(1). Kako cy u o u
0 a>3

youera g MA®D, 1o je u 0 x g MAD, ma je JJ0BO/bHO TIPOBEPUTH 1A j& 0 * ¢ = € HA CTEMEHNMa MPOCTHX
OpojeBa.

oxg(p*) =0,3a a =1, 2 3 4, mro Ce BUJIM U3 padyHa rope (tako cmo jgedunucanu g). Axo je
o > 5 maamo: o x g(p*) = o(p 12) +a(p™)g(p) +a(p*)g(p?) + o (P )g(p) + ... o (1)g(p”) =
> ol — (p+ 1)21 0o P’ +p21 o P+ O 0= =2 le Zggolpz + Z?;()Zp”l =
e p = o)+ (= v+ o) pZ) =1-1=0=g(p), WTO CMO U JKeJEJH Ja JOKAZKEMO.

3) Oznaunmo ca g Jupuxieos unaseps oxn ¢. g(1) = 1. TIpema naroj dopmysnu pagyramo g(p®).
9(p) = —¢(p)g(1) =1 —p;
9(r*) = —o(p)g(p) —(P*)g(1) = —(p—1)- (1 —p) = (p* —=p) = L = p;
9(p*) = —90( )9(P*) =) 9(p) —¢(p*)9(1) = —(p—1)-(1—=p) = (p*—p)-(1—p) = (p* —p*) = 1—p.
Cazna Beh macayhyjemo mira fie 6utu unBeps o . Ilocmarpajmo MA® ¢ mary ca g(1) = 1 u
g(p*) =1 — p Hokazxkumo na je ¢ x g = . Jacuo je p x g(1) = £(1). Kako cy u ¢ u youena g MAD,
TO je 1  x g MA®D, m1a je T0BOJHHO MPOBEPUTH JIA j€ ¢ * ¢ = £ Ha CTEMEHHMa MPOCTUX OpojeBa.
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e*g(p*) =0,3a o = 1,2,3, mro ce BUIM U3 padyHa rope (Tako cMo jgedunucatu g). AKo je
a > 4 umavo: ¢ g(p*) = @(p*)g(1) +e(p*Hglp) + ...+ p()g(p*) = (p* —p* ) + (1 =p)(p*~" -
P it —p* B4 +p—141)=p*—p* 1+ (1 —p)p* ! =0=¢(p*), mTO CMO U KeJeau Ja
JTOKAKEMO. ]

Ojneposa teopema (P, -,) je rpyna (3oBemo je OjiepoBa rpyna) u meH pef je ¢(n). Ilpema

JlarpanzKoBoj Teopemu 3a k € ®, mmamo k¥ = 1y &,. 1j. k*™ = 1 mod n. lakie, axo
1 <k<nmu(kn) =1 mama je k*™ =1 mod n. Axo je (a,n) = 1, Tama je a = qn + k, rae
1 <k <nusaxu (k,n) = 1, na je a®™ = k*™ modn = 1 mod n. Ipema Tome Ojreposa

Teopema Kaxke: ako (a,n) = 1, Taga je a¥™ =1 mod n. CrnennjasHo, ako y3MeM0 33 1. = p HPOCT
6poj nobujamo Masy ®@epmaosy Teopemy: ako p{ a, Taga je a’~' =1 mod p.

II3pauyHaTi ocTaTak npu febeny o = 3333333377 ca 25,

33333

Pememwe. Hajupe npumernmo ga je x = 3333333 = 83333 mod 25, jep je 3333 = 8 mod 25.
Kopuctmvo Ojmeposy Teopenmy: (8,25) = 1, ma je 8¢ =1 mod 25. 3mamo 1a je p(25) = 25 —5 =
20, a je 8° = 1 mod 25, Te ako sanumemo 33333333 = 20¢+r, Taja je v = 8209t mod 25 = (8%0)48"
mod 25 = 8" mod 25. N3pauynajmo 3aro r.

T je ocTaTak TpH Je/kery y = 33333333 ca 20. Kaxko je 3333 = 13 mod 20, To je y = 33333333 =
13?333 mod 20. KOpucrumo nonoso Ojeposy Teopemy: (13,20) = 1 u ¢(20) = ¢(4)p(5) = 8, na
je 13° = 1 mod 20. Ako zarmmewmo 3333 = 8¢/ + 1/, Taga je y = 1357+ mod 20 = (13%)7'13"
mod 20 = 13" mod 20. Uzpauyrajmo 3aro 7.

r’ je ocraTak npu Jesbermy 3333 ca 8, ma ce jako Buau ga je 1’ = 5. Cana ce spahamo Ha3a.
Y = 13" mod 20 = 13° mod 20 = 169 - 169 - 13 mod 20 = 9-9-13 mod 20 = 81 - 13 mod 20 =
1-13 mod 20 = 13 mod 20. Jdakzae, » = 13. Ilonoso ce Bpahamo mazag. = = & mod 25 = 83
mod 25 = 8-(8%)* mod 25 = 8-512* mod 25 = 8-12* mod 25 = 8-144-144 mod 25 = 8-(—6)-(—6)
mod 25 =8-36 mod 25 =8-11 mod 25 =88 mod 25 = 13. Jlakse, Tpaxkenu ocrarak je 13. [

AKO ¢y p M ¢ pa3;MUNTH HENApHU TIPOCTH OpojeBn Taksu Aa p— 1 | ¢ — 1, u ako je n Takas
na (n,pq) = 1, noxazaru ga je n' =1 mod pgq.

Pememe. Kaxko je (n,pq) = 1, to je u (n,p) =1 u (n,q) = 1. ITo Ojeposoj Teopemn (uau Manoj
®epmaosoj Teopemu) je nP ' =1 mod pun?! =1 mod q. Kakop—1|g—1,1r0¢q—1= (p— 1)k,
na je nd~! = pP~Vk = (nP~1)* = 1¥ mod p = 1 mod p. TIpema Tome: n?' =1 mod pu n?~' =1

mod ¢, 1j. p,q | n?' — 1, na kako je (p,q) =1, o u pg | n9™' — 1, 1j. n%' =1 mod pgq. !
Kunecka teopema o0 ocraumma Heka cy mi, ma, ..., My 10 NAPOBUMa y3ajaMHO IPOCTU OpOjeBU U
ai,0as, ..., 0 TPON3BOJHHHU Tlesiu OpojeBu. Taja cucreM KOHI'DYEHIIHja

r=a; modm; 1<i<k

AMa pelleme, U MOCTOJU jeIMHCTBEHO pelllere Ty Koje 3amoBosbaBa 0 < xg < M = mimsy...my, a
cBa ocTaja cy garta (gpopMmysaoMm x = xg+ tM, roe t € Z.

KoncrpykTupHE f0Ka3 (KOju KOPUCTHUMO Yy 3ajaruMa) usriaena oako. O3maunmo ca M; = m/m;,
1 < i < k. Ilpema ycaoBy 3a 6pojese mqy,mo, ..., my umamo aa je (m;, M;) = 1, 1 << k. Tlpema
TOMeE MOCTOoje nean OpojeBu «;, 3; TakBu ma o;m; + 5;M; = 1. Tlpumerumo ga je ;M; = 1 mod m;
(IrTo ceam M3 JaTe jeJHAKOCTH IO MOIYIY my;) u ounrienno [;M; =0 mod m;, kana j # i.

[Mocmarpajmo x' = B Myay + PaMsas + ... + BpMray. ©° = B;M;a; mod m;, jep cBu ocraim
cabupIy HeCTaHy IO MOIYJIy my;, a ofgapie je x' = [;M;a; mod m; = 1-a; mod m; = a; mod m;,
u oBo Bazku 3a cBe 1 < i < k. [akue, 2’ je jenHo pemreme garor cucrema. AKO y3MeMoO xg Ja je
ocrarak mpH gesbewy ' ca M, taga je xg = 2’ mod M, ma je xg = 2’ mod m; = a; mod m;, 3a
cBe 1 <1 <k, Tj. U xp je jeaHO pelieme JaToT cucreMa Koje 3amoBosbaBa u 0 < xg < M.
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JlaTo pelieme je jeIMHCTBEHO, jep aKO je T JOII jeJIHO pelleme cucrema Takpo ja 0 < xp < M,
Tajga je —M < xzog—x1 < M,unx9g—2x1 =0 mod m;,3ace 1 <i<k najexry—xr; =0 mod M, a
jenunau eqemenT Behu ox —M u mamu ox M nemus ca M je 0, na je g — x1 = 0, Tj. xg = 7.

[Ipema ToMe, ako je x MPOU3BOJHHO pellerbe, Taaa je ¥ = o mod M, ma je x = xg+ tM, 3a HEKO
esio t. A takohe xg + tM ouursieHO jecy peliera JAaTOr CHCTeMa, jep Ty jeCTe Pelene.

AsropuTtam 3a Haja)keme pemema jegHaumsHe ar +by = 1 Axo (a,b) = 1, taga ax + by = 1
nMa 1eso0pojHo perreme. /lajeMo jemaH aaropuraM 3a IHeroBO HaJaxKeme. YOyKHMO MaTpuily Ag =

b 0 1
IITO TOMHOYXKUMO HEKY BpeTy (CBejelHO Kojy) mMaTpuie A; HeHyaa megnM 6poj A U J10JaMo je JApyroj
BPCTH, JOK OHA CaMa Ocraje HempoMmerseHa. M3rpaljene marpuie uMajy 3aHuMbUBY OCOCHHY: aKO
o3maummo ca a)” enement na mecry (7, k) y marpumu A;, taga je al' = al?a+a3b u a2' = a2a+ a2b.
Jloka:KuMo 0BO HHJYKIMjoM 1o i. 3a i = 0 je jgako jep: a)! =aunaf’a+aP’b=1-a+0-b=a, un
comano ai' =bwu aPa+aPb=0-a+1-b=0.

[Tpernocrapumo Ja je all = al’a + al®b u a?' = a??a + a?®b. Bes ymamerma ONIITOCTH HpeT-

i i
mocTaBuMO Ja ¢Mo A; 1 mobuau Tako mro cmo ITPBY Bpery marpuie A; HOMHOXKIIN ca \ B J0JAJTH
je APYT'OJ Bpern. Tana je ail, = ai', aj?, = a;? n a}?, = a®, na je ali; = al?ia + a}3,b, jep

10 1 ?
je TO BaykKWJI0 MO MHIYKIMjCKOj xumore3n u y marpuiu A;. IllTo ce Tude apyre Bpcre, HeHH €JI-
21 2

eMeHTH cy: afl, = af' + Aa;', affy = af* + Xa;® u aFy = a?® + Aa;®. Tana je aifia + aF b =
(a7 + Xa;?)a + (a2 + Xal?)b = (aPa + aP’b) + Aa;?a + a;°b) = aF' + Xal' = a?},. Tume je nokas
3aBPIIEH.

Jlaxkse, ako nosaszehu ox marpuie Ag, kopucrehn gaty TpancdopMalinjy, CMamyjeMo alcoyTHY
BPEJIHOCT eJieMeHaTa y MPBOj KOJIOHH, Kako (a,b) = 1, y jeaqsom TpenyTky fiemo 3aBpimuTu ca 1 Herje
y IPBOj KOJOHH, TaJa IIpeMa IIPEeTXOIHO J0Ka3aHOM he HaM pelleme OUTH 3alUCAHO Yy BPCTU KOja
cajpxku Ty 1.

[Tpumepa paju, (110,273) = 1, maljumo z,y tako ga 110x + 273y = 1. Ypaaumo aaropuram:

11010'_>11010|_>45—2'_>45—2
273 0 1 23 -2 1 23 =2 1 1 —67 27 )

Pememe je: 1 = —67 - 110 4+ 27 - 273, a TpanchOpMUCATH (MO 0BAaKO: 1) MPBY BPCTY MOMHOMKEHY
ca —2 ¢MO JIOJAJIH JIPYTOj; 2) APYry BPCTY MOMHOXKEHY ca —2 CMO JIOJaJid MPBOj; 3) MPBY BPCTY
MOMHOYKeHY ca —13 cMOo JIofaIn Ipyroj.

a 1 0 .
( ) ['pajumo vu3 marpuna (A;);>o #Ha cuaenehn waunn: marpuny A; 11 nobujamo Tako

Pemutu cucrem kourpyennuja: * =2 mod 7, z =1 mod 11, z =9 mod 13.

Pememe. IIparumo aaropuram gar y jokasy Kunecke Teopeme o octamuma. (7,11-13) = 1 na
BAIUIIAMO vy - 7 + ($1 - 11 - 13 = 1. 3aHuMa HaC HEKO pellerhe OBe jeHAKOCTH.

710'_>710'_>141—2
143 0 1 3 =20 1 3 =20 1

Hakne, yamumo 51 = —2. (11,7 - 13) = 1 ma 3amumumo ay - 11 + f5 - 7- 13 = 1. Baruma HAC HEKO
peleme OBe jeIHAKOCTH.

1110}_>1110’_>—133—4
91 0 1 3 =81 3 =8 1

Hakme, yamumo By = 4. (13,7 -11) = 1 na 3amumumo oz - 13 4+ f3 - 7- 11 = 1. Banuma HAC HEKO
periteme OBe jeTHAKOCTH.

13 1 0 13 1 0

7o 1) 7\ -1 -6 1
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Hakme, yamumo B3 = —1.

Jenno pememe garor cucrema je: &' = 31 -11-13-2+55-7-13-14+p3-7-11-9=-2-11-13-
24+4-7-13-14(-1)-7-11-9= ... = —901. Kanoncko pemnteme mo momyay 7-11-13 = 1001 je
20 = 100. 0

Pemmutu cucrem kourpyennuja: © =2 mod 4, 2r =1 mod 5, 3xr =1 mod 7.

Pememe. IIpumernmo ga je 2-3 = 1 mod 5, ma je 2z = 1 mod 5 akko x = 3 mod 5 (kana
IPBY jeJIHAKOCT OMHOZKHUMO ca 3 106ujeMo Ipyry, a Kaja Jpyry MOMHOKEMO ca 2 JI00UjeMo TpBY ).
Takohe, 3-5 =1 mod 7, na je 3xr = 1 mod 7 akko x = 5 mod 7. Tume cmo cBenn mpobieM Ha
pemaBame cucteMa: r = 2 mod 4, x = 3 mod 5, * = 5 mod 7. Kopuctumo aaropuram gar y
snoka3zy Kunecke teopeme o ocramuma.

(4,5-7) =1 n oumrsenno je 9-4—1-5-7=1. (5,4-7) = 1 u ounreano je —11-5+2-4.7 = 1.
(7,4-5) =1 u ounrneano je —17-746-4-5 = 1. TIpema Tome jeano pemiee je 2’ = —1-5-7-2+
2:4-7-34+6-4-5-5=—-704+ 168 + 600 = 698. Kanoncko perremwe 1o moayay 4 -5 -7 = 140 je
xp = 138. O

Onpemuru mocaeame gse wadpe 6poja n = 402303,

Pememe. 3ajarak je sanpaso mahu octarak npu gesbemy 402303°" ca 100. 100 = 4-25u (4,25) = 1,
na hemo nahu ocrarak npu ge/bemy n ca 4 u n ca 25, na hemo na To npuMeHuTn KHHECKY TeopeMy
0 OCTaIIMA.

Ounrenno je n = 0 mod 4. n = 402303 = 2303 164 25. Kaxko je (2,25) = 1 moxeMo
upumenutu OjI€POBY TEOpEMy.

Jaxye, tpaxumo 3032°% mod ¢(25), 1j. 303?°* mod 20. 303%™ = 32 mod 20. Kaxo je
(3,20) = 1 moxkemo u oBe npumMernTi OjIepoBy Teopemy.

Hakme, Tpazxkumo 204 mod ¢(20), 1j. 204 mod 8. Owuurnenno je 204 = 4 mod 8. Cana ce
Bpahamo y Haza.

204 = 8q + 4, ma je 3032° = 32 mod 20 = (3%)93" mod 20 = 3* mod 20 = 81 mod 20 = 1
mod 20, jep je npema Ojneposoj Teopemu 3° = 1 mod 20. ITonoso naeMo Kopak y Haza/l.

303204 = 20¢ + 1, ma je n = 233" mod 25 = (229)72! mod 25 = 2 mod 25, jep je npema
OjrrepoBoj Teopemu 22° = 1 mod 20. IIpema Tome n = 2 mod 25.

Cana pemasamo cucrem: x =0 mod 4, x =2 mod 25. Pememe je jacno u 6e3 npumene Kunecke
Teopeme 0 ocranuMma: ro = 52, Tj. n = 52 mod 100. IIpema Tome mocsieame jBe nugpe 6poja n cy
52. O

Hahu ocrarak mpu gememy n = 14062°1 ca 1105 = 5-13 - 17.

Pememe. Hahwu hiemo octarke npu gememy n ca b, 13 u 17, na hemo npumenuntun Kunecky teopemy
0 ocTanyUMa.

n = 1406210 = 12019 mod 5 =1 mod 5.

n = 1406210 = 22010 mod 13. Kaxo je p(13) = 12, kaxo je (2,13) = 1 u xaxo je 2010 = 6
mod 12, To je mpema Ojaeposoj Teopemn n = 2201 mod 13 = 25 mod 13 = 64 mod 13 = —1
mod 13.

n = 140621 = 122919 mod 17. Kako je p(17) = 16, kako je (12,17) = 1 u kako je 2010 = 10
mod 16, To je mpema OjaepoBoj Teopemn n = 122919 mod 17 = 12! mod 17 = (=5) mod 17 =
51 mod 17 =25° mod 17 =8> mod 17=8-64-64 mod 17=8-13-13 mod 17 = 8- (—4)-(—4)
mod 17=8-16 mod 17=8-(—1) mod 17=—8 mod 17=9 mod 17.

Caza nmocmarpamo cucrem: £ = 1 mod 5, x = —1 mod 13, = 9 mod 17. HheroBo KaHOHCKO
pelieme je penieme 3aarka. [Ipumemyjemo KuHecky TeopeMy 0 ocTaluMa.
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13-17 =221 n:

5-17 = 85 m:
13 1 0 o 13 1 0 . -1 13 =2
85 1 7 -6 1 7 -6 1
17 1 0 s 17 1 0 s -1 —-23 6
66 0 1 -3 -4 1 -3 —4 1

IIparehun axropuram, jegno pemese je &' = 1-221-142-85-(—1)+(—6)-65-9 = 221 —170—3510 =
—3459. Kanoncko permeme o moayiay 1105 je zg = 961. U

e}

5-13 =65 n:

PumanoBa 3era pyukmumja

IIpBa Teopema o mzomopdusmy

Jesrpo xomomopdmuzam Heka je f : G — H xomomopduszaMm rpyna. Jesrpo xomomopdusma f je
Ker(f)={9 € G| f(g9) = en} C G, nakae ckymn cBux eaemenara n3 G KOjU ce CJIUKA]y y HEyTpasa y
H.

106. | okazaru na je Ker(f)<G.

Pememe. Hajupe mokaxumo jga je Ker(f) < G. Kako je f(eq) = en, 10 e € Ker(f). Axo
x € Ker(f), 1j. axo f(z) = ey, taga f(z7!) = f(z)™' = ey’ = ey, mam 2! € Ker(f). Konaumo,
axo .y € Ker(f), 1j. axo f(z) = f(y) = cm, tama f(ry) = f(2)f(y) = emen = e, ma u
xy € Ker(f). Haxue, Ker(f) < G.

Ako z € Ker(f), 1j. ako f(z) = ey, u ako je g € G npoussosban ejement, Tana je f(grg™') =

é(g)f(yc)f(g)_1 = f(9)enf(g)™t = f(9)f(9)~' = eny, na grg~' € Ker(f), mro nokazyje na Ker(f)<G.

107. | Hokazaru ga je f 1-1 akko Ker(f) = (eq).

Pememe. =) Heka je f 1-1. Heka je x € Ker(f). Taua je f(z) = eg = f(eq), na xkako je f 1-1, To
je v = eq. Hakue, Ker(f) = (eq).

+) Hexa je Ker(f) = (eg). Heka je f(z) = f(y). Tanaje eny = f(2)f(y)"' = f(x)f(y!) =
flzy™), 1j. zy~! € Ker(f), na kako je Ker(f) = (eg), 1o je zy~' = eq, onaxne ciepn x = y. laxe,
F e 1-1. 0

C.nnKa xomomopdusma Heka je f: G — H xomomopdusam rpyma. Canka xomomopdusma f je
Im(f) ={f(9) | g € G} C H, nakje ckyn cBux ciauka ejaemenara u3 G. IIpumernmvo aa je f Ha akko
Im(f) = H.

108. | Jokazaru na je Im(f) < H.

Pememe. Kaxko je ey = f(eg), o ey € Im(f). Hexa z € Im(f), 1j. uexa je x = f(a), 3a mexo
a € G. Tama je z7' = f(a)™! = f(a™'), na u 27! € Im(f). Konauno, nexa x,y € Im(f), T

x = f(a), y = f(b), 3a nveke a,b € G. Tana zy = f(a)f(b) = f(ab), na uw zy € Im(f). ZLaKJIe
Im(f) < H. O
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Onpennrn jesrpo caenehinx xomomopduszama.
1) f:Z—1Z,, f(a) =a mod n.

2) f:(G,-)—>(R0,-),G:{<(1] Z):a,beR,b;&O},RO:R\{O},f:((1) Z)Hb.

3) fZG1 XG2—>G1, f(a,b):a.
4) Heka je H<G. 7 : G — G/H, w(a) = aH.

Pememe. 1) a € Ker(f) akko f(a) =0, 1j. akko a mod n = 0 akko n | a. Hakzae, Ker(f) =nZ =
{nz | z € Z}.

2) < (1) z ) GKer(f)aKKof(( (1) Z )> = lakko b = 1. akue, Ker(f) = {( (1) iL ) ta € R}.

3) (a,b) € Ker(f) akko f(a,b) = eq, akko a = eqg,. Haxue, Ker(f) = {(eq,,b) | b € G} =
<6G1> X GQ.

4) a € Ker(m) akko 7(a) = H akko aH = H akko a € H. Hakie, Ker(f) = H.

Bugesn cmo ga je Ker(f) nopmanua noarpymna ox G. leo 4) Kaxe u Ja je ¢BaKa HOPMAJHA
HOJAIPYIIA je3rPO HEKOT XOMOMOPQHU3MA. 0

IIpBa Teopema o mzomopdusmy Heka je f: G — H xomomopduszam rpyma. Bugean cmo ja je
Ker(f) <G, ma uma cvmucsta rosoputn o rpynu G /Ker(f). Teopema tepau: G/Ker(f) = Im(f).

Hokazarn: G/Z(G) = Inn(G).

Pememe. [locmarpajmo npecnukasame f : G — Inn(G) mato ca f(a) = o,. Ilpumernmo na je
flab) = o4 = 040 = f(a)f(b) (npyry jeaHakocT ¢MO paHHje TOKa3aju), oJaKje caend jaa je f
xoMoMopdusam rpyma. f je ounrienno #a, ma je Im(f) = Inn(G).

Onpeanmo jesrpo: a € Ker(f) akko f(a) = idg akko 0, = idg akko (Vr € G)o,(x) = = akKo
(Vz € G) ara™ = z akko (Vz € G) ar = za axkko a € Z(GQ). Hakue, Ker(f) = Z(G).

[Tpema npBoj Teopemu o uzomopdusmy nmamo: G/Ker(f) = Im(f), 1j. G/Z(G) = Inn(G). O

Heka je U = {z € C | |z| = 1}. U je rpyna y oaHOCY Ha MHOXKEHE KOMIUIEKCHUX OpojeBa.
Jokazaru:

1) (Co,)/U = (RT,

), tae Co=C~ {0}, RT ={z eR|z>0};
2) (R,+)/(Z,+)=U.
Pememe. 1) ITocmarpajmo mpeciukaBamwe f @ Co — RY maro ca f(z2) = |z|. f je m06po nedun-
HCAHO IpecankaBaibe n Baxu f(zw) = |zw| = |z||w| = f(2)f(w), 1j. f je xomomopduzam rpyma.

f je ounrsenno ma, jep 3a csako a € RT umamo f(a) = |a| = a. Baro je Im(f) = RT. Oapeaumo
jesrpo: z € Ker(f) akko f(z) =1 akko |z] = 1 akko z € U. Jlakue, Ker(f) = U.

[TpBa Teopema o u3mopdusmy caga kaxe: Co/U = RT.

2) Mocmarpajmo npecaukapame [ : R — Cq mato ca f(a) = cosa+isina. f je mo6po nedunncano
IPECINKABAIbE, jep 3a ¢Bako a € R Baxu cosa+isina # 0. Taxobhe f(a+b) = cos(a+b)+isin(a+b) =
cosacosb —sinasinb+ isinacosb+icosasinb = (cosa+isina)(cosb+isinb) = f(a)f(b), tj. f je
XoMoMOpdu3aM rpyia.

Hoxazxumo ma je Im(f) = U. Ako je z € Im(f), rama je z = cosa + isina 3a meko a € R. Taga
je |z| = Vcos?2a+sin?a = 1, ma z € U. Takobe, ako z € U, Tj. ako |z| = 1, m axo samummemo
2z = a+ 18, Taga je o® + 32 = 1, na nocroju a € R Takas ja cosa = a u sina = 3, na je f(a) = z,
Tj. z € Im(f).
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Uspauynajmo jesrpo garor xomomopdusma. a € Ker(f) akko f(a) = 1 akko cosa + isina = 1
akko cos(a) = 1 u sin(a) = 0 akko a = 2k7w 3a meko k € Z. Hakme, Ker(f) = {2kr | k € Z}.
[Ipumerumo ma je k — 2km ounrmenno uzomopdusam u3mehy Z u Ker(f). Haxne, Ker(f) = Z.

[Tpsa Teopem o uzomopdusmy kaxe: R/Z = U. 0]

AbesioBe rpyne

O pukawuHuM rpynama [ pyna G je muK/IMYHA AKKO MOCTOju ejeMenT a € G tako na je G = (a).
[IpBa nocrenuna neduauEje je aa je nukandna rpyna AGenosa. 3 JlarpanzkoBe Teopeme ciean
Jla Tpymna MpoCTOr Pejia MOpa OWTH MUKJIHIHA.

Beckonauna rmukndHa rpyina je usomopdua rpymu Z = (Z,+,0); KoHAYHA MUKIUIHA [PYIIa Pesa
n je wsomopdua rpynu Z, = (Z,,+,,0) (Z, = {0,1,2,...n — 1}, a a4+, b = a+ b (mod n)).
[Ipumerure ma je Z = (1) u Z, = (1). [akie, 10 Ha uzomopdusam mocroje jemHa GeCKOHAYHA
IMUK/JIAYHA TPYIa U 110 jeJHa IMUKINIHA IPyIa peaa n, 3a cBako n > 1.

Z uma camo aBa remeparopa: 1 uw —1. Z, uma ¢(n) remeparopa: Z, = (k) akko (k,n) = 1. Wn,
axo je G = (a) mukauuna rpyna peaa n (4uju je remeparop a), Taja je a® remeparop rpyne G axko
(k,n) =1.

[Moarpyna mukanyne rpyne je Takobe mukjndna. Herpusujaane noarpyie rpyme Z cy camo nZ,
n > 1, koje cy cBe GeckoHadHe (gakie m3omopdre camoj rpynu guje cy noarpyme). Heka je H
nojrpyia peja m rpyue Z,. Ilo JlarpanzkoBoj Teopemu peJi rpyie m Jeu N, U KaKO je OHa MUKJIHTIHA,
To je H usomopdnua Z,,. Haxie, jeuHn KaHIUIATH 33 MOAIPYILY I'pyne Z, cy rpyie uzoMopdue Z,,,
3a m | n. Baxu u obpar. Arko m | n taga Z, caupxu jenurcrseny (!) moarpymy msomopdHy
Z,,. OBa unmenuia HaMm omoryhasa ga 1ako n3dpojuMo 6poj eleMeHaTa HEKOT (pHKCHUPAHOT pea y
IUKJIAYHO] TPYIH.

Osunaunmo ca B(r,G) 6poj ememenara pefa r y rpynu G. Tajga, npemMa nperxogHoj mpudu o
reweparopuma, Baxu B(n,Z,) = ¢(n). Axo m t n, npema Jlarpan:koBoj TeopeMu CJieam aa je
B(m,Z,) = 0. Heka m | n. Younmo jeauncrseny noarpyny H = Z,, rpyne Z,. CBaku ejemMeHT
peda m mMopa jga rexepunie bam H (360r jenmncrBeHocTn moarpyne H), na mpunaga H. [lakie
B(m,Z,) = B(m,H) = B(m,Z,,) = ¢(m).

AbesoBe rpyme
112. | Jokasaru na je rpyna G = (G, -, ¢) AGenosa akko je z — x~ ! ayromopdusam rpyne G. [

113. | Tlomcerumo ce (r(a) je pen enementa a):

2. ako je G AGemosa rpyna, r(ab) | [r(a),r(b)];

3. y rpymu G; X Go Baxku r(a,b) = [r(a), r(b)].
0
Heka je G AbesoBa rpyma, a m u n y3ajaMHO nmpoctu npupogann 6pojesu. Heka je Ej ckyn

esemenara peja ky G. Heka je f : E,, X B, — E,,,, npeciukapame gato ca f(a,b) = ab. Tokazaru
na je f oujeknnja. [Mocaemuna: ako cy m u n y3ajamuo npoctu, raia je B(mn, G) = B(m,G)B(n, G).
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Pememe. Hajupe gokaxkumo jga je f mobpo aedunucano, tj. jga ab € F,,,, ako a € E,, u b € E,,.
Ouurnenno je (ab)™ = e. Axo je r pen enementa ab, To 3Haum ga r | mn. Ca apyre ctpane
e = (ab)” = d'b", omakie je a” = b~". r(a") mesm m, a r(b~") menu n, omakie caeau ga oBaj OPO]
gemu (m,n) =1,1j. a" =b"" =e,omakne m | run|r, nau [m,n] =mn|r. lakre, r = mn win
abe E,,,.

Joxkaxkumo cana ga je f 1-1. IlpermocraBumo ga je ai;by = agbs, Tj. a;lal = bgbfl. ITpema
IPETXOMHOM 3aJaTKy DeJ OBOT eJeMeHTa Jejn m (3007 HeroBor mpejcTaBbaha Ha JeBOj CTPaHU
jemmakocTn) u Takohe mesn n (360T NpeacTaBbaba Ha JeCHO] cTpaHu). [Ipema Tome peJ OBOT eJie-
MeHTa Jeau u (m,n) = 1, onakie je a;lal = bzbfl =e,Tj. a; = as 1 by = bs.

Konauno gokaxumo j1a je f Ha. Heka ¢ € E,,,. Kako je (m,n) =1 umamo pm + gn = 1, ogaxie
jeu (p,n) = (¢,m) = 1. Ilpema dopmyaun u3z mperxogHor 3ajgatka je r(¢™) = n u r(c") = m, na
IpUMeHOM HucTe hopMysie Ha eqemente ¢ u ¢ gobujamo r(c™) = n u r(c™) = m, 1j. " € E, un
" € E, nrana je f(c",cMP) = Mt = ¢, O

Hokazaru ja je Zy,, = Z,, X Z, akko (m,n) = 1.

Pememe. (=) Heka je Z,,,, = Z,,, X Z,,. Kako y Z,,,, nocroju ejaemMeHT peja mn, 10 u'y Z,, X Z,
nocroju enement (a,b) pema mn. Tama je mn = r(a,b) = [r(a),r(b)]. Takobe, xkako r(a) | m u
r(b) | n, Tama [r(a),r(b)] | [m,n] = mn/(m,n), onakne ciequ na je (m,n) = 1.

(<) Heka je (m,n) = 1. Younmo npecaukaBawe [ : Zy, — Z,, X Z, 1aro ca

f(a) = (a (mod m),a (mod n)).

f je mzomopduzam rpyna. (I[Tpoepure!) O

Tepoema 0 KOHa4HO TeHepucanum AGensosum rpynmama (CBaka KOHAUYHO TeHepencana AbesoBa
rpyna je m3omopdHa (KOHAYHOM) OPOU3BOAY MUKIHIHUX Tpyna. Crenujasino, koHadna AGeosa
rpyna je m30MopgHa IPOU3BOLY KOHAYHUX HNUKINIHUX I'PYIIA.

Hopmanna ¢dopma konaune A6enose rpyme Ako je G koHauna AbGenoBa Tpyma, Tala MOCTOje
6pojeBu my, ma, ..., My KOjH 3310BOBABAJY My | ma | ms | ... | mg, Tako 18 G = Z,;, XZppy X . XLy, -
Bpojesu m; ce nazusajy naBapujantau dpaxtopu rpyne G. I[Ipumerure ma pen cBakor enementa y G
JICJIH MMy, Ka0 U Ja [IOCTOje eJeMEHTH Peiaa My, Tj. My je MakcuMaJaHu pej ejaementa y G.

Exkcnonent rpyne (G je HajMamu HIPUPOLaH OpPOj n, aKO IMOCTOjJH, TaKaB Ja 3a cBako a € G Baxkn
a™ = e. Tlpema nperxonuoj npudn, ekcroneaT Abemose rpyme G je my, vae je my HajBehu wHBaApPU-
janTHU (haKTOp.

Heka je F nome n Heka je G < F* konagna moarpyna. Jlokasatn ga je G MuKANYHA.

Pememe. G je xonauna AGesioBa rpymna, ma HeKa je my HeH eKCIOHEeHT, Tj. eH Hajsehm mHBapH-
jauran dakrop. Ilpumernre ga je |G| > my. Tana 3a cBe a € G Baxu a™ =1 (1 € F je weyrpan
rpyue G). llpema Tome nosunom 2 — 1 uma G6ap |G| myma y F. Ajd KakKo MOJIHHOM CTEIICHA 1My HE
MOYKe UMATH BHIIlE O] My HyJIa Y TOJBY, TO je jenuro Morylie kaja je |G| = my, Tj. Kaja y HOPMAJTHOT
dopyu rpyne G Baxkn k=1u G = Z,,. 0

Enemenrapna ¢dopma konaune Abenose rpyne Ako je G koHauna AGeaoBa rpyma, Tajaa MOCTOje

HpOCTH OPOjEBH D1, P2, . . . , Px 1 UPUPOTHU OPOjEBH M1, Mo, ..., My, Tako g3 G = valm X Zp;nz X ... X
Z,m. Bpojesu p;" ce HA3WBAjy eJeMeHTapHU JeanTesbu rpyue G.
k

Heka je G = Zigg X Zaoo X Z300 X Zago. OOpeuTn eeMenTapHy B HOpMAIHY (pOpMYy Ipyle
G.
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Pememe. Y pelliewy KOPUCTHMO eKBUBATCHIN]Y: Zp,, = Z,, X Z, akKO (m,n) = 1. Zjgg = Zg2.52 =
222 X Z52, ZQOO = 223,52 = ZQS X Z52, 2300 = 222.3‘52 = ZQS X Z3 X Z52, Z400 = 224.52 = 224 X Z52.
Tana je, mocse npepacnopeljuBama wiaHOBa JUPEKTHOT mpoussojga (mro je msomopdusam!), G =
Loo X o2 X Loz X Los X L3 X Ls2 X Ls2 X Ls2 X Ls2 X, MTO je eeMeHTapHa ¢gpopMma rpyte G.

Kako je Zys X Z3 X Zs2 = Zoazse = Liogo, Loz X Lsz = Lossz = ZLogg M Loz X sz = Zy2.50 = L0,
nobujamo ma je G = Zjgo X Zigo X Zago X Zi00, te 100 | 100 | 200 | 1200, mro je Hopmasana dopma
rpyte G. 0

Ha 1 je 3a HeKo 1 Zog X Zzp U30MOPGHO ca:

1. ZGO X Zn?

2. Z50 X Zn?
Pememe. Ilpumerumo ga Zsy X Zzg mma 600 enemeHara u jga joj je ejeMeHTapHa (opMma jeaHaKa
Ly X Loz X L3 X L5 X 5. Takohe npumerumo jia oBa rpyia Hema ejieMeHT peja 25.

1. Ako msomopduzam mocroju, To Mopa 60 - n = 600, Tj. n = 10. Emxemenrapua ¢dopma rpyme
Loo X L1 je Lo X Zy2 X Z3 X Z5 X L5, 11a je OArOBOp 14 jgara rpyna jecre mzoMopdHa ca Zgy X Zig.

2. CymmaHo Kao MaJjiope, ako m3oMopduszam IOCTOju, TO N Mopa outu jeanako 12. Enemenrtapha
dopma rpyne Zsg X Zyo je Lo X Zy2 X L3 X Zs2. OBa Ipylia UMa eJIeMeHT pejia 25, JI0K ropiba
rpyna Zog X Zzg HeMa, 1a je OJrOBOP Ja TPaxKeHo 1 He IMOCTOjH.

O

Oxpennrn 10 Ha n3oMopdusaM cse AbGesose rpyne pega 1800.

Pememe. J[loBo/bHO je ma oapeammo cBe moryhe emementapue dpopme AbGesnose rpyme pega 1800.
Onpemrhemo ommax n muxose HopMadae gpopme. Kako je 1800 = 233252, mmamo caenehe moryhnocrn:

1. Gy =2y X Ly X Ly X L3 X L3 X L5 X L5= 72y X L39 X L3p;
Go =12y X Lo X Lo X L3 X L3 X ZLs2 =7y X Zg X Lis0;

Gy =2y X Ly X Ly X Lg2 X L5 X L5 = 7o X Z10X90;

Gy =12y X Ly X Ly X L3z X Ls2 = 7Ly X Ly X Lyxp;

Gs =2y X Ly2 X L3 X L3 X L5 X L5 = Z30 X ZLgp;

Ge =2y X Ly2 X L3 X L3 X Ls2 = Zg X ZL300;

Gr =2y X Loz X La2 X L5 X L5 = Z19 X Z150;

Gs =72y X Zo2 X Zs2 X Zs2 = 75 X Zooo;

© % N ok w N

GQIZQBXZgXZgXZg,XZg)ngg,XZlQO;

—
jas)

. G102223 X Z3 X 23 X Z52 %23 X 2600;

—_
—_

. Gll = 223 X 232 X Z5 X Z5 = Z5 X Z360;
12. G12 = ZQS X Z32 X Z52 = ZISOO~

N3 wopmaanux popmu ce BUAN Jia Cy HaBeleHe Tpyme MehycobHo Hem3oMopdHe — MaKCUMaJIaH pPe/l
eJleMeHTa je y CBaKOj] PAa3JIUYIHT. 0

Axko je (m,|Gs|) = 1, nokazaru na je B(m,G1 x Gs) = B(m, G)).
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Pememe. JI0BO/BHO je n0Ka3aTh ja cy jenuHu ejgeMentu pega m'y Gy X Go obnuka (a,e), rue je
a € G enemeHT pesia m, a e HeyTpas rpymne Go. (Ilpumerure na je esement obsuka (a,e) meTor
pelia Kao u a.)

[Tpermocrasmmo na je (a,b) emement pema m, tana je [r(a),r(b)] = m. To 3maum ga r(b) | m, a
takohe u3 Jlarpaunzkose reopeme ciean na r(b) | |Gyl. Tlpema npernocraBuu 3ajarka 3aK/bydyjeMo
ma r(b) =1, 1j. b=-e. Kako je cama m = [r(a), 1], To r(a) = m. O

121. | OgpenuTu 6pOj eeMeHaTa MAKCHMATHOT pefa y c¢Bakoj] AbemoBoj rpymu peaa 1800.

Pememe. OBakBHUX I'Pylla, KAo IITO CMO BHJIEIH, UM 12 Hem3omopduux. Kpennmo pemgom:

1.V G1 = 22 X 22 X ZQ X Zg X Zg X Z5 X Z5 = ZQ X 230 X Zgo MaKCHMaJlaH ped eJeMeHTa je
30, makme pauynamo B(30,Gq). Tnegajmo y enementapuy dbopmy. IIpema HEKOM 01 TpeTXO/I-
nux 3amaraka Baxu B(30,Gh) = B(2,G1)B(3,G1)B(5,G1), a upemMa OPeTXOTHOM 3aaTKy
B(2,G1) = B(2722 X 22 X Zg), B<3,G1) = B(3,23 X Zg) u B(5,G1) = B(5,Z5 X Z5) Y% rpynun
Zy X Zy X Z5 CBU eJIeMEHTH ceM HeyTpaJsa cy pena 2, na je B(2,G1) = 7; y rpynu Zy X Z3 cBu
eIeMEeHTH ceM HeyTpasa cy pema 3, na je B(3,Gy) = 8; y rpynu Zs X Z; CBU €JIeMEHTH CeM
HeyTpaaa ¢y pena b, na je B(5,Gq) = 24. Hakne, B(30,G1) =7-8-24.

2. Y Gg = 2y X Ly X Ly X L3 X L3 X Ls2 = 79 X Zg X Z150 MaKCUMaAIaH pel eaeMenTa je 150 =
2 - 3-52. Kao mamnonpe B(150,G,) = B(2,G1)B(3,G1)B(5% G1) u xao manonpe B(2,Gy) =7
u B(3,G) =8. B(5%,G1) = B(5,Z52) = ¢(5?) = 20. Hakne, B(150,G,) =7 -8 - 20.

5. Y G5 = Zo X Zo2 X Ly X L3 X Zs X Zs = Z39 X Zgy MaKCHMaJaH peji eJgeMenTa je 60 = 22 -
3-5u B(60,G5) = B(2% G5)B(3,G5)B(5,G5), upu uemy je B(3,G5) = 8, B(5,G5) = 24.
Mspauaynajmo u B(22,G5). B(2% G5) = B(22,Zy x Zy2). Axo (a,b) € Zy X Zs2, xaxo r(a,b) =
[r(a),r(b)] ur(a) € {1,2}, ar(b) € {1,2,4}, r(a,b) = 4 akxo r(b) = 4. Haxmre, B(4,Zy X Zy2) =
1Zo] - B(4,Z52) = 2 - p(2?) = 4. Tlaxse, B(60,G5) =4 -8 - 24.

12. Y Gig = Zos X Zg2 X L5z = Zyg09 Makcumasian pex eamenta je 1800, u B(1800, G1s)
B(1800, Z1s00) = ¢ (1800) = ¢(2%)p(3)p(5%) = 4 - 6 - 20.

122. | Ogpemurn 6poj enemenaTa pena 36 = 2232 y rpynn G = Zy X Zyz2 X Zgs X Zss X Zss.

Pememe. B(36,G) = B(4,G)B(9,G), u B(4,G) = B(4,ZyxXZy2 X Zy1) u B(9,G) = B(9,Z33 X Z33).

N Zy X Zy2 X Zys enevenTn umajy pegone 1, 2, 4, 8 u 16. Enxementn uuju pea menun 4 ce Hajgase
y HOJArpyIH H30MOPGHO] ca Zy X Loz X Zg2, a eJeMEHTH YUjH peJi JIeu 2 ce Hajga3e y HOJArpyIn
u30MophHOj Zy X Zy X Zy. To 3Ha4n ja cy eeMeHTH peja 4 OHU KOjU jecy V HOJATrPYIH H30MOPMHO]
ca Zy X Loz X Zy2, a HACY Yy TOATPYTH U30MOPMhHO] ca Zy X Zy2 X Zg2. Ilpema Tome, B(4,Zy X Zy X Z1g) =
2:4-4-2-2-2=32—-8=24.

Y Zyr X Zo7 esnementu umajy pepose 1, 3, 9 u 27. Ejementu uwmju pex geam 9 ce Hajiase y
noArpymu u3oMopduoj ca Zz2 X Zs2, nakjae uma ux 81. Ejementu uumju pejn jesn 3 ce Hajlaze y
noArpynu uzoMopduoj ca Zs X Zz, nakmae uma nx 9. Ilpema Ttome, eslementn pera 9 cy tadno oHm
KOjU ce HaJlaze y HoArpymnu u3oMopgnoj ca Zs2 X Zs2, a He Ha3aJje ce y MOArpynu u30MOpPQHO] ca
Zg XZg, Haje B(9,ZQ7 X 227) =81 —-9="72. ]
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